TEMA 3: APLICACIONS DAS DERIVADAS

Monotonia: Crecemento e decrecemento

Sexa f:DU R—R unha funcién
Definicions:
Diremos que f é crecente en x = a se existe unha vecifianza de a para a que se

cumpre: f(a) < f(x) para todo punto x de dita vecifianza e con x > a
f(a) > f(x) para todo punto x de dita vecifianza e con x < a
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Diremos que f é decrecente en x = a se existe unha vecifanza de a para a que
se cumpre: f(a) > f(x) para todo punto x de dita vecifanza e con x > a
f(a) < f(x) para todo punto x de dita vecifianza e con x < a
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Diremos que f presenta un maximo relativo (ou local) no punto x = a se existe
unha vecifianza de a na que f(x) < f(a) para todo punto x desa vecifianza

Diremos que f presenta un minimo relativo (ou local) no punto x = a se existe
unha vecifianza de a na que f(x) > f(a) para todo punto x desa vecifianza

YA
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E dicir, un maximo relativo é un punto onde a funcién pasa de crecer a
decrecer, e un minimo é un punto onde a funcion pasa de decrecer a crecer

Relacion entre a monotonia e a derivada

Se f é unha funcion derivable no punto x = a se cumpre que:
i) Se f'(a) > 0 entdn f é crecente no punto x = a
ii) Se f'(a) < 0 enton f é decrecente no punto x = a
iii) Se f ten un maximo ou minimo relativo en x = a entéon f'(a) =0

Observacions:

- Nos puntos onde a funcion non sexa derivable, non podemos utilizar esta
propiedade, nestes casos habera que facer un estudio de que ocorre nas
proximidades dese punto.

- O punto iii) non garantiza que si f'(a) = 0 entdn a sexa un extremo (maximo ou
minimo) relativo. Por exemplo, a funcion f(x) = x*, cumpre que f(0) = 0 pero o
punto x = 0 non € maximo nin minimo relativo. Para asegurar que hai un
extremo teremos que comprobar se hai un cambio de decrecer a crecer ou
viceversa. Tameén podemos utilizar a seguinte propiedade:



[(f*(a)>0:a minimo

fF“{a) «0:a maximo
[(f*{2)>0: f creciente en a
F (a)=0;
f"(a)=0 |f(a) <0: f creciente en a
FY (&) =0:a minimo
F"{a)=0 <f%Y{a) <0 :amaximo
{ F¥(a)=0 {etc...

Esquema para estudiar o crecemento dunha funcion

1) Calculamos o dominio da funcion

2) Calculamos a derivada da funcion

3) Calculamos os puntos onde a derivada € cero, € dicir, resolvemos a
ecuacion f'(x) =0

4) Estudiamos o signo que ten a derivada en cada un dos intervalos en que
queda dividida a recta real ao considerar os puntos criticos (puntos con
derivada cero) e os puntos onde a funcién non é derivable ou non é continua

Exemplo: Estudiar o crecemento da funcién f(x) = Ve

Dom f = R — {-2, 2}, a funcion é continua e derivable no dominio por ser unha
funcion racional

- 2X
f’(x)=m ; F(xX)=0+« -2x=0- x=0

Intervalo (-, -2) (-2, 0) (0, 2) (2,+* )
Pto de control f'(-3) = 6/25 f'(-1)=2/9 f'(1)=-2/9 f'(3) = -6/25
Signo de f’ + + - -
Comportamento Crece Crece Decrece Crece
de f

Por tanto : A funcién é crecente en (- @ , -2)U (-2, 0)
A funcion é decrecente en (0, 2) U (2, +» )
A funcion ten un maximo relativo no punto (0, f(0)) = (0, -1/4)




Curvatura dunha funcién. Puntos de inflexion

Definicions:Temos unha curva y = f(x), trazamos a recta tanxente a ela nun
punto P, que chamaremos t(x), enton:

- Se nas proximidades de P é f(x) > t(x) enton a curva é convexa en P

- Se nas proximidades de P é f(x) < t(x) entén a curva é céncava en P

- Se a tanxente atravesa a curva en P, é dicir, se a esquerda de P é f(x) < t(x)
e a dereita é f(x) > t(x) ou viceversa, entdon P é un punto de inflexion. Un punto
de inflexion € un punto onde hai un cambio de cdéncava a convexa ou
viceversa.

fi(x)

: f{a)
f(a) : f(x)

Relacion entre a curvatura e a derivada

Se f é unha funcion definida en x = a e tal que existe f"’(a) enton:
i) Sef’(a) >0 entdn f é convexa en a
ii) Se f’(a) <0 entdn f é concava en a
iii) Se f ten un punto de inflexion en a enton f’(a) = 0

Esquema para estudiar a curvatura dunha funcién

1) Calculamos o dominio da funcion

2) Calculamos a derivada segunda da funcion

3) Calculamos os puntos onde a derivada segunda é cero, € dicir, resolvemos a
ecuacion f'(x) =0

4) Estudiamos o signo que ten a derivada segunda en cada un dos intervalos
en que queda dividida a recta real ao considerar os puntos con derivada
segunda cero e os puntos onde a funcion non é derivable ou non & continua

Exemplo: f(x) = x* + 3x?

Domf=R ; f'(x)=3x*+6x ; f'(x)=6x+6 ; 6x+6=0 - x=-1
Intervalo (-o,-1) (-1, +2 )
Pto de control f'(-2) =-6 f'(0)=6
Signo de f’ - +

Comportamento de f Concava Convexa

Por tanto: f &€ cdncava en (- ©,- 1)
f é convexa en (-1, © )
f ten un punto de inflexion no punto (-1, f(-1)) = (-1, 2)




Problemas de optimizacion

Con moita frecuencia aparecen problemas fisicos, xeométricos, econémicos,
bioloxicos,... nos que se trata de optimizar (encontrar o valor maximo ou
minimo) unha funcion (facer maximo un volume, uns beneficios, unha
poboacion; facer minimos uns costos, unha area,...). Neste tipo de problemas
interesa calcular o maximo ou minimo absoluto nun certo conxunto.

Os pasos mais razoables para resolver problemas deste tipo serian:

1) Se nomean as variables correspondentes e se escribe a funcién que hai que
optimizar

2) Esta funcién, normalmente, dependera de mais dunha variable. Se busca
unha relacion entre elas, despexando a mais axeitada i escribindo a funcion a
optimizar en termos dunha soa variable

3) Se establece o conxunto no que, polo contexto do problema, se movera a
variable elexida. Normalmente sera un intervalo do tipo [a, b], polo que se a
funcién é continua temos garantizado que existen maximo e minimo absoluto.

4) Se busca o0 maximo ou o minimo de f en [a, b]. Para elo se pode proceder:

a) Se f é derivable en [a, b], 0 maximo e minimo absoluto se alcanzara nun
maximo ou minimo relativo ou nun punto dos extremos do intervalo. Polo
tanto, se calculan os extremos relativos comprendidos entre a e b, x4, Xz,
..., Xn € se calculan f(a), f(x1), f(x2), ..., f(Xa), f(b) ; 0 maior sera o maximo
absoluto e 0 menor sera o minimo absoluto

b) Se hai algun punto de [a, b] no que f non sexa derivable pero si continua,
calcularemos ademais o valor de f nese punto, pois poderia ser un
extremo absoluto

c) Se fnon é continua nalgun punto de [a, b] se estudiara o comportamento
da funcion nas proximidades dese punto

Exemplo: Nun xardin con forma de semicirculo de raio 10 m vaise instalar un
parterre rectangular, un de cuxos lados esta sobre o diametro e o oposto ten os
extremos na parte curva. Calcula as dimensions do parterre para que a sua
area sexa maxima.

Se P(x,y) € un punto da circunferencia a
area do parterre sera: A = 2xy
/_ (X,y) Como P(x,y) pertence & circunferencia se cumpre

que: x*+y? =100 entdon y = 1/100- x? , logo:

R

A = 2x,/100- x> e teremos que buscar o
maximo desa funcién no intervalo [0, 10]

— 10 >

Sol: 52



Regra de L "Hopital

Se as funciones f(x) y g(x) son derivables nun entorno de a e tales que
'
, X
f(a)= g(a)= 0, entén, se existe llmf( )

xea g'(x)
tim L < iy L)
e glx) e g'(x)

se verifica que

A regra de L'Hépital tamén se pode aplicar cando X - %, pois facendo o

1
cambio de variable X = — estariamos no caso anterior.
y

E valida a mesma regra cando f(x) e g(x) tendena o cando X - a.

8

. L 0 .
Polo tanto, serve para resolver as indeterminacions — € —, ademais,

8

mediante determinadas transformaciéns tamén poderemos resolver as
indeterminacions: 0w 0 - « 1°,0° o °

Exemplos:

jim 32Xt 2x- 16 10

x-2 x?-x-2 000

Aplicamos L’Hoépital:

C 3x*+2x-16 . 6xt2 62+2 14
lim > = lim = = —
-2 x*-x-2 x-22x-1 22-1 3

A veces é necesario aplicar mais dunha vez a regra de L’Hopital para quitar a
indeterminacion:

- X oy - 0_0n-
II,m(2 x)e3 X 2:( (2 O)e3 0-2_0 )
x- 0 X 0 0
Enton:
- x _ - -5 + _ X _
lim (2 x)e3 x-2 = {aplicando L'Hopital } = lim et 2x)e 1: HQE =
x- 0 x- 0 3x DOD
Novamente aplicariamos a regra de L'Hopital:
, e -xe'-1_ . e -e'-xet ., -xe [0[
lim > = lim = lim = 0=l
x- 0 3x x- 0 6x -0 6x 000

Aplicamos, outra vez, a regra de L’Hdpital:

X

L= Co-met-xet -e'-0e 1
lim = lim = = - =
-0 6y x- 0 6 6 6




Para as outras indeterminaciéns teriamos:

Limites da forma 0

f

Supoiiendo que f - 0y &~ %, se efectla o cambio flg= y co
g

que pasariamos a indeterminacién 0 © enton, aplicariamos a regra de
L'Hépital.
g ®

Tamén se pode facer flg= y € nos quedaria a indeterminaciéon —.
f 00

Exemplo:
limx.Lx = 0.L0= 0.

x-+ 0

Efectuando calquera das transformacions anteriores, nos queda:

limox.Lx = lim 2% =
x- 0 x- 0 00
X
Aplicando L’Hopital:
1
L - 2
limx.Lx = im =~ = lim—*— = - lim>— = - limx = 0
x- 0 x401 x- 0 1 x-0 x x- 0
X x?

Limite da forma ® - ®.

Si supofiemos que f e g tenden a oo para estudiar o limite de f-g

podemos facer o cambio: f-g= fO1- 5) que posiblemente sera un

f

limite mais facil de calcular.
Exemplo:

limHl— 1 H:oo - ®
*»0]x senx[]

Neste caso, nos resulta mais comodo efectuar a diferencia para pasar a

0
indeterminacion 0 e aplicar a regra de L'Hépital:

, Hl 1 H_ , senx-x_ 0
lim{— - = lim——— = =
~00x senx[ *0 xsenx O
limHl- 1 H: lirrOlsenx- X _ lim cosx- 1 N HQH - lim - senx

*»-00x senx[] x.sen x x-0genx+ xcosx [JOJ x> 0cosxt cosx- xsenx

- sen( 0

= = —z= (.
2.cos0- 0.sen0 2




« Limites de laforma 1°, o °, 0°.

Para quitar este tipo de indeterminacidn se pode utilizar a expresion:

f9 = 9 pasando asi a algunha das indeterminacions anteriores.

Exemplo:

3
lin;(cost)"2 =1"

~-2sen2x
% l_im%.L(cost) lime.L(cstx) HgH lim — €082 lim big2x H%H
hm(cos2x)x = e ¥ =z e X = @100 = g0 2 = e 2z OOl
x- 0
i~ 0:2001% tg? 2x) -6.2(1+ 0)
=e”" 2 e 2 =z¢°
tgx
md Ll =ac
lim[— =)
X- ODxD
8x lim tg ¥TL i tg xT VA Jim —2* B
L R, L B e
¥ 00x []
1
Ii x 3
a1 . sen’x _QH . 2senxcosx
7 li fon lim——— 0
e sen”x = e.uO X - e = ex~0 1 = e’ = 1-
EXERCICIOS.
41 3
X - ZXx , X~ senx , 1 1 H ) v,
T 3 lim ———— lim - lim(Lx)”
1m x- 0 senx ~10Lx x-1] e

-0 x-tgx

linT} cos x ILn(tg x) lim(tg x)***

X =

lim x.LH-*F

lim (Ln x)%

X to

Xo o 0 x [

lim(x[]%/a-il) li H2x-1_ L H limH ! -1H

X+ 0 -0 Xx senx[] *0Jsenx XxJ]
i i

linj}[] 1 igx 0



Teorema de Rolle

Se f é unha funcion continua no intervalo [a, b] e derivable no intervalo (a, b) e
ademais f(a) = f(b) entdn existe un punto c do intervalo (a, b) tal que f'(c) =0

Interpretacion xeomeétrica

EVTiD T

o4 ----
[ i A,

Que f'(c) = 0 quere dicir que a pendente da recta tanxente a curva nese punto
vale cero, por tanto, se se cumpren as hipéteses do teorema de Rolle entén
podemos asegurar que polo menos existe un punto entre a e b onde a recta
tanxente a curva nese punto € horizontal.

Teorema do valor medio do calculo diferencial

Se f é unha funcién continua no intervalo [a, b] e derivable no intervalo (a, b)
f(b)- f(a)

enton existe un punto ¢ do intervalo (a, b) tal que f'(c) = b-a

Interpretacidon xeomeétrica

Secant - ,

¥ = fx}

& Tangent at ¢

3 x

a = b

Por un lado, a recta que une os puntos A(a, f(a)) e B(b, f(b)) ten por pendente
f(b)- f(a)
b-a
(c,f(c)). Polo tanto se se cumpren as hipoteses do teorema do valor medio,
podemos garantizar que polo menos existe un punto onde a recta tanxente &

paralela a recta que une os puntos A(a, f(a)) e B(b, f(b)).

, por outro lado f'(c) € a pendente da recta tanxente a curva no punto



Exercicios

1) Se considera unha caixa sen tapadera (consta de catro caras laterais i o
fondo). Sabendo que o fondo é un cadrado i cofiecendo que a area total (das
cinco caras) é de 12 cm?, calcular as stias dimensions para que tefia a maior
capacidade posible.

2) Se considera unha venta como a que se indica na figura (A parte inferior é
rectangular, a superior unha semicircunferencia). O perimetro da venta mide 6
m. Calcular as dimensions x e y para que a superficie da venta sexa maxima.

Expresar os resultados en funcién de 1t

3) A grafica da figura corresponde & primeira derivada dunha funcién f(x). Qué
pode decirse sobre os posibles maximos e minimos relativos da funcién f(x)?
Razoar a resposta.

14

f'(x)
o
2 3 4
4) Calcular
lim senx(l- senx) lim e -x-1 lim1- Cos x
) cos” x x- 0 x° X - o(ex - 1)2
_ i e -1 . Xsenx
lim (ex - 1); lim =——— lim ;
e 0 cosx- 1 o tox
x- 0
1 1 - - (2- N - J1-
lim f—- ———— jim (27 X)e” (2= %) lim YLt X V1- X
X In(x+1) X’ v 0 3x

x- 0 x- 0



5) Se considera a funcién

Ox*+nx six<-2
f(x)=10 , .
X +m six2-2
a) Determinar m e n para que se cumpran as hipoteses do teorema do

valor medio no intervalo [ - 4, 2].

b) Achar os puntos do intervalo cuia existencia garantiza dito teorema.

6) Se considera a funcién

F(x)= Hx2_+ X six>0
g ¢

Contestar, razoadamente, as seguintes preguntas:

a) E continua no punto x = 0?

b) E derivable no punto x = 0?

c) Alcanza algun extremo?

X

six< 0

7) Sexa f(x)=ax>+bx?*+cx+d un polinomio que cumpre f(1) = 0, f '(0) = 2, e ten
dous extremos relativos para x=1e x = 2.

a) Determinar a,b,c e d.

b) Son maximos ou minimos os extremos relativos?

8) a) Si é posible, debuxar de forma clara a grafica dunha funcién continua no
intervalo [0, 4] que tefia 6 menos un maximo relativo no punto (2, 3) e un
minimo relativo no punto(3,4)

b) Si a funcion fora polindmica, cal ha de ser como minimo o grao?

9) Sexa a funcion f(x) = 2x + sen 2x. Estudiar a monotonia i a existencia de
extremos relativos.

10) Dados tres numeros reais calesquera ri, > y s, achar o numero real x que
minimiza a funcion:  D(x) = (ry - X)? + (r2 - X)? + (13 - X)?

11) Se considera a funcion
1
1007
a) Indicar o dominio de definicion da funcién fi achar as asintotas.
b) Calcular os extremos relativos da funcion f i os intervalos de
concavidade i convexidade.
c) Achar seu maximo i seu minimo absolutos no intervalo [-1, 1].

2

12) Se consideran as funciones f(x) = x*-2x + 3, g(x) =ax’*+b
a) Calcular ai b para que as graficas de f i g sexan tanxentes no punto de
abscisa x=2
b) Para os valores de a i b calculados no apartado anterior, debuxar as
graficas de ambas funcidns i achar a ecuacién da recta tanxente comun.



13) a) Determinar os extremos relativos da funcién f(x) = x? - 4x + 2. Debuxar
sua grafica.

b) Achar as ecuacions das duas rectas tanxentes a grafica de f que pasan polo
punto P(3, - 5).

14) Se considera a funcion real de variable real definida por:
1
f(x)=
) x>+ 3
Calcular a ecuacion cartesiana da recta tanxente no punto de inflexion de
abscisa positiva da grafica de f.

15) Dada f(x) = x* + mx definida en [-2, O]

a) Determinar m para que f(x) cumpra as condiciéns do teorema de Rolle

b) Para os valores obtidos, existe algun punto de (-2,0) no que a recta tanxente
sexa horizontal?

16) Comproba se as seguintes funcions cumpren o teorema de Rolle
a) f(x) = |x-2| en [0,4] b)f(x) =tgx en [0,m]

Hax+ bx* , 0< x< 2
17) Sabese que f(x) definida en [0,5] por f(x) = E” \/x-—l 1< y< 5 ©

derivable en (0,5) e f(0) = f(5). Calcular a,b,c

18) Calcular os valores de a tales que as rectas tanxentes a grafica da funcién
f(x) = ax® + 2x*>+ 3 nos puntos x= 1 e x= -1 sexan perpendiculares entre si.

19) Determinar a,b,c,d para que a curva correspondente a f(x) = ax® + bx? + cx
+ d pase pola orixe e tefa no punto (2, 1) un punto de inflexion con tanxente
horizontal.

2

20) Calcular os extremos relativos de f(x) = x¢

21) Dada f(x) = x*+ ax? + 5 , determinar o valor de a para que tefia un extremo
relativo en x = 2. Estudiar a monotonia e curvatura.

x>+ 2
x2+1

22) Calcular os extremos relativos de f(x) =

23) Demostrar que a ecuacion x* — 2x? + 3x -3 = 0 admite unha solucién e so
unha no intervalo (1, 2).

24) Demostrar que a funcién derivada do polinomio P(x) = x-(x - 1)-(x + 1)-(x +
2) ten todas as suas raices reais.

25) Demostrar que no intervalo [6, 7] a ecuacion x3 -6x? — 4 = 0 ten unha Unica
solucion.



	Tamén se pode facer    e nos quedaría a indeterminación   

