INTEGRAL DEFINIDA

Resolveremos o seguinte problema:

Dada unha funcion _f(x) continua f(x) > 0 en [a,b].

Cal é a area da rexion delimitada pola grafica de y=f(x), as rectas x=a e x=beo
eixe OX [chamada R(fa,b)]?.

Aidea sera tratar de aproximar a area desa rexion usando areas de figuras xa cofecidas:

rectangulos.
y 4 x=b

X=a
y=f(x)

v

DEFINICION
Particion dun intervalo [a, b] € un conxunto de puntos P = {xo, L STREIR TR TN xn}

con xg =a < Xq < "'<Xi+1<Xi<"'<Xn=b' que definen os intervalos pechados [XO' Xl]'

[Xl, Xz], ...... [Xl_l, XI], ey, [Xn_l, Xn].

— | | | | | —
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Definicién : Dadas duas particiéns PiePy dun mesmo intervalo [a,b].
Dise que P, € mais fina que P se ]31 [] ]32 (P4 esta incluida en P-)

(Ou sexa, se en P, estan os puntos de P4, e hai mais puntos en P, que en P,)

Exemplo :
Unha particion de [0, 1] seria P1 =40, 1/2, 1}

Outra particién de [0,1]: P2 = {0, 1/4,1/2, 1}
A particion P, € mais fina que a particion Py



Recorda: (Teorema de Weiestrass)
f continua nun intervalo pechado [a, b] O falcanza maximo (M) e minimo (m) en
[a, b].

Logo tamén é certo
f continua nun intervalo pechado [a, b] O f continua en cada intervalo pechado [xj-1, X;]

determinado por unha particion P calquera dese intervalo O f alcanza maximo
(chamarémoslle M;) e minimo (chamarémoslle m;) en cada un dos intervalos

[xj-1, xj] determinados pola particion P.

Definicién : Suma superior de fasociada a unha particion P : S(f, P)

X.

y =f(x)

X, =d X, X, X;=Db

<

E a suma das areas dos rectangulos que tefien:
Base : 0s subintervalos [xi-1' xi], determinados pola particion P

Altura : o maximo Mi da funcidn en cada un deses subintervalos
S(f P) = (X1xg)M1 + (X2-X1)M3 + ...+ (Xn-Xp-1)Mp Ou escrita como un sumatorio
n

SRy = 1 (5~ x. )M,

E unha aproximacién por exceso da area da rexion R(f, a, b)

(Na grafica de exemplo os maximos alcanzanse nos extremos da dereita de cada un dos
tres subintervalos da particion)

A suma superior de f decrece a medida que construimos particions mais finas
aumentando os puntos da particion.
Por exemplo se entre os puntos X1 € Xy introducimos un novo punto Xq teriamos dous

novos rectangulos, de bases [Xl' ] e [x4, xz] en vez do rectangulo de base [Xl' xz]

pero a suma das areas destes dous novos € menor que a area do anterior, xa que coa
nova partICIOn non estaria a zona raiada X et y = f(x)

X X, X y



Definicién : Suma inferior de fasociada a unha particion P : I(f, P)

Y y=1f(x)

ona X X, X3:b X

E a suma das areas dos rectangulos que tefien:
Base: Os subintervalos [xi-1' xi], determinados pola particién P.

Altura: o minimo m; da funcién en cada un deses subintervalos.
I(f P) = (X{-Xg)m1 + (Xo-X1)M3 + ...+ (Xn~Xp-1)Mp ~ Ou escrita como un sumatorio

n
(#Py= L (g 3 m

E unha aproximacion por defecto da area da rexiéon R(f, a, b)
(Na grafica do exemplo 0os minimos alcanzanse nos extremos da esquerda de cada un
dos tres subintervalos da particién)

A suma inferior de f crece a medida que construimos particions mais finas
aumentando os puntos da particion.

Por exemplo se entre os puntos X1 € Xy introducimos un novo punto Xg4 teriamos dous
novos rectangulos, de bases [x1, x4] e [x4, xz]en vez do rectangulo de base [x1, x2]

pero a suma das areas destes dous novos é maior que a area do anterior, xa que coa
nova particion agora estaria tamén a zona raiada

Yo y=f(x)

v




Faise o seguinte razoamento:
Considérase unha sucesion de particiéons P1, PZ/""Pn'"' de[a,b]Jcon pcp

(que definen intervalos cada vez mais pequenos)
Como Pj41 é mais fina que Pj temos que:

S(f, Pi) > S(f, Pi+1) e sempre maior que a area
I(£, Pi) < I(f Pi+1) e sempre menor que a area
cando i— chegaran a ser iguais

Ou sexa

lim S(f,2): lim I(f,P)
N 0 ns 0

que é a area da rexion R(f;a,b)
Ou sexa, a medida que aumentamos os puntos da particién as sumas inferiores crecen e
as superiores decrecen aproximandose cada vez mais , unha por defecto , e outra por
exceso a area baixo a curva no intervalo [a, b]. No limite seran iguais a ela

o a4y g b 0



Definicion
Dada f{(x) definida en [a,b] e unha sucesién de particiéns Py Py...,Ppy... de [a, b] con
PiCPi+l

Dicimos que f(x) é integrable en [a,b] se [im S(f,Pn) - lim](f,Pn)

Se f{x) é integrable en [a,b] chdmase integral definida de f(x) en [a,b] 6 NUMERO
REAL:

}f(x) dx = ImS(f,F): Imi(f,F)

(a e b chamanse extremos inferior e superior de integracion)

Teorema: ]
Se f(x) € unha funcién continua nun intervalo [a,b] ENTON f(x) é integrable en [a,b].

PROPIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Propiedades

1. Siloslimitesde laintegracion soniguales, laintegral es nula. _[: flz)dx=10

-3

Sifix) =0 entodo el intervalo, entonces _[:f[x] e = 0

Sifix) = 0 entodo el intervalo, entonces _[: flx) dx =0
3. Sifes continua en [ak], [ac]y [chb] a<c<h, entonces _[:f[x] dx = _[:f(xj d><+_[: fx) dx

4. Sifescontinua en [ab] entonces _[:f(x] i = —_I':f(x] il

n

Sify g son continuas en [a, b] entonces J':[f(xji gix)] e = I:f(x] i + _[: O] dx
6. Sifes continua en [a,b] v k es una constante, entonces _[:k-f(x]l dx =l _[:f(xj o

¥OSif(x) = g(x) para cualquier valor x < [a,b], entonces _[: flx) dx = _[: o= dx



INTERPRETACION XEOMETRICA DA INTEGRAL DEFINIDA.
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En xeral, se afuncidn toma valores postivos & negativos, para calcula-la area entre a funcidn e o eixe:

& ¢ d
Area= A+C+D = xlif{x)a?x—\l‘f(x)dx+\I‘f{x)ai'x
2 B 4

TEOREMA DO VALOR MEDIO DO CALCULO INTEGRAL

feontinuaen[a,b]7 DT (a.8)/[ (= f(0)(b- )

a

DJeInosiracion :
For ser F continua en [a, b] = existe m { minimo 3 e W { maximo ) de fen [a, b ] (Teorema de "Welestrass)

Polo tante m = f{x) = Mpara todoe x de [a, b]. Integrand o estas tres funcidns (m e M son funcidns constantes)

Emdxiif(x)deEM:* (b—a).miif(x)dxﬂ(b—a).M — mE(b_a)Ef{xjdxﬁM

For ser fcontinua en [a, b] = ftoma tddolos valores comprendidos entre ma e WL (Teorema de Darbousx)
{bja} }f{x}dx = de e(a,b)f Fleo)(b—ad =:::f(x}dx

a a

D sexa, e ela. &) f Filo)=

Interpretacion xeométrica supoiiendo £f= 0 en [a, b] :

2 teorema asegura que a area da rexidn limitada
pola grafica, as rectas z=a x=b e o eixe 0x
Rif,a,b) coincide coa drea dun rectangulo que ten
-coms base (b-a)

-come altura un mimeroe fic) comprendido entre o
maximnoe e o minimoe da funcidn,




TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO INTEGRAL

Defmicion : Funcion mtegral
13

Dada fix) contrwa en [a,b] definrmos no mesmo mtervalo [a,b] a funcion mtegral: #(x)= I fiEd

hSex=a F(a)=\|‘f(:)dz=0

w3ex=h F(b)= | F(8)df integral definida de fen [a, b]
Obsérvese que Ffx) verfica 2

w2 £ 0 e [ b] B(X) dd o valor da drea bato 2 eurva no inbervalo [2,%]

TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULOQ INTEGRAL,

¥

e ¢ continua en [a, b] enton a funcidn integral asociada F(x)= | Tt & derivabie en [a, b]

¢ Flx) =ftc) para todo x de [a, b] { A funcion integral & unha primitive de fen [a, b]

En xeral:

()
S Glx): Jf (Ot enton G (x): fO0) () ) (v

u(x)



Exemplos:

F(x) = f\/1+ 0 F(x)=Al1+x°

1
t*+3

1
x*+3

F(x):f O F'(x)=
F(x) = j'«/sentdt 0 F(x)= —f Nsentdt 0 F'(x) = —+/senx

F(x)= J'3\/t2 +1dt 0 F'(x)=3x*3x°+1
1

senx 1 ' 1
F(x)= J' sdt 0 F (x) = —————cosx = secx
b 1-1¢ 1-sen~x
REGRA DE BARROW.

fcontinuaen [a,b]] = ° . b
oL il J f(x)dx= G(b)- G(a): (notac‘lon)[G(X)]
Gprimitivade f [/ ‘

Ejemplos

1 _[: x? d=

5]

by

1. Una primitiva Gix) = [ dx = =
=

2 5 =% 23 85 S o3 = w3 a
o o =42 G- - - yO) = -0 = [ ax- || -2
g B
2. 1=G2)-G(0) = 1=2-0=2
(23 (03 5 S

1
2 _[13; dx

1. Una primitiva S(x) =I o= I [=<]
P

e 1 e 1
L L dx =42 Glel=In|x|=Iney S(0)=In 1=0 = _[D ;dx:[lrﬂx[ﬁ —Ine

3. =GeI-G(1) = | = Ine

3 [o(3x® -2x+T)dx

Jo(ax? —2sa 7hax = [5® —u® v v, = (3% -3 v 3)-[(-2)° (-2 « 7 (-2)| =39+ 26 -85



AREAS DE RECINTOS PLANOS

1° CASO: Rexion limitada pola grafica dunha funcidn f continua e non negativa en [a,b], o
eixo horizontal e as rectas x=a e x=b

S= Ib f(x)dx

2° CASO: Rexion limitada pola grafica dunha funcidn f continua e negativa en [a,b], o eixo
horizontal e as rectas x=a e x=b

S='J'bf(x)dx

<0

3° CASO: Rexidn limitada pola grafica dunha funcion f continua en [a,b], o eixo horizontal
e as rectas x=a e x=b

a1 §= [ (e~ [ )t [ [

b
Enxeral: ¢ — J"f(x)‘dx



4° CASO: Rexion limitada polas graficas de duas funciéns, f e g, continuas e non
negativas en [a,b]

ok
| ,///_ » = F(x)
Y iy
| BT S ainages e e
8 ci e

FIGURA 3

A | - F(x)dax — *
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: agix) adx

5° CASO: Rexion limitada polas graficas de duas funcions, f e g, continuas

'!ll'..i..

Y = T(x)

= L) - g(x)ldx

sendo a e b os puntos de corte



