Matematicas II: Xeometria no espazo

XEOMETRIA NO ESPAZO

Vectores fixos

N
Dos puntos do espazo, A e B, determinan o vector fixo AB, sendo o punto A a orixe e o
punto B o extremo, ¢ dicir, un vector no espazo ¢ calquera segmento orientado que ten a
stia orixe nun punto € 0 seu extremo noutro.

- Moédulo do vector fixo AB ¢ a lonxitude do segmento AB. Denotase por | AB|

- Direccion do vector fixo AB ¢ a da recta que pasa polos puntos A e B (ou dunha
paralela).

R
- Sentido do vector fixo AB ¢ o sentido do recorrido da recta direccion desde A ata B.

- Se dun vector se cofiecen a orixe, o modulo, a direccién e o sentido, este esta
perfectamente determinado no espazo.

- Vector nulo ¢ aquel para o cal coinciden a orixe e o extremo. Un vector nulo ten de
modulo cero.

N
-Vector oposto de AB ¢ o vector de orixe B e extremo A

Vectores libres

Se dous vectores fixos tefien igual modulo, direccidon e sentido dise que son
equipolentes. A relacion de equipolencia clasifica os vectores fixos do espazo en clases

IR
de equivalencia, [ AB]. Chamase vector libre do espazo a cada unha das clases de
vectores fixos do espazo que sexan equipolentes entre si.

- -
- Represéntase por u a un vector fixo representante da clase [ AB] (pode ser calquera da
clase).

5

- O vector libre nulo, 0 , ¢ o representante da clase de todos os vectores fixos nulos.
- -

- O vector -u ¢ o vector oposto de u

> >

- Médulo de u ,|u |, ¢ 0 mddulo de calquera dos seus representantes
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- A direccién € o sentido dun vector libre vefien dados pola direccion e o mddulo de
calquera dos seus representantes.

N
Para un vector libre u e un punto calquera do espazo P , sempre ¢ posible considerar

IR
un representante de u  con orixe en P. Ademais este representante € inico.

O conxunto de vectores libres do espazo o representaremos por V>

Operacions con vectores

Suma de vectores

- -

Dados os vectores libres v (con representante de extremos OA) e u (con
- -

representante de extremos AB) definese o vector suma, v+ u, como o vector libre

que ten como representante o vector de extremos OB.

]
=1

Outra forma de sumar vectores € usar a regra do paralelogramo: represéntanse os dous
vectores coa mesma orixe, nesta situacion o vector suma ¢ a diagonal do paralelogramo
cuxos lados son os dous vectores

=l

Propiedades:
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Produto dun numero real por un vector

N
Dado o vector libre v (con representante de extremos AB) e o nimero real A, definese
- -
o vector produto Av como o vector libre que ten a mesma direccidon que v, 0 mesmo
- -
sentido que v se A > 0 e sentido contrario se A <0 , ¢ o médulo ¢ [A|:|v | (valor

absoluto de A por moédulo de 3 )

A,
:.'_-_—'_'_'_'__,_,_,——'—;_'_
H_._‘_'—'—'_'_'_'—._ {"I
-4V

Propiedades:

Dependencia e independencia lineal de vectores

> En V° dous vectores son linealmente independentes se tefien distinta direccion.
v e i son linealmente dependentes < 1= AV

> En V tres vectores son linealmente independentes se non son coplanarios.
‘:I,_[ e W son linealmente dependentes & W= AV + Ul
: 2

¢ dicir, alglin pode expresarse como combinacion lineal dos outros dous.

> En V° catro ou mais vectores sempre son linealmente dependentes.
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» Se tres vectores son linealmente independentes calquera outro vector pode
expresarse como combinacion lineal deles e diremos que os tres vectores forma
unha base.

— - - - - - - ) f
N Se para a base B = {Lf, v, H.-‘} s I XU T VYV T DWW, 08 numeros |‘.Y._. ¥, :’]

chamanse eoordenadas do vector z respecto da base B.

Unha forma practica de determinar a dependencia lineal dun grupo de vectores dados
pola suas coordenadas respecto dunha base, ¢ formar con eles unha matriz de xeito que
cada unha das suas filas (ou columnas) sexa un dos vectores. O rango desta matriz € o
nimero de vectores linealmente independentes que hai no grupo considerado. No caso
particular de que sexan tres vectores, enton seran independentes se o determinante da
matriz ¢ distinto de cero.

14 . r . 3
Espazo afin asociado 0 espazo vectorial V

Sexa E o espazo ordinario de puntos, a cada par de puntos (A, B) de EXE sempre lle
podemos asignar un vector de V7, a clase de vectores que ten por orixe o punto A e por

5
extremo o punto B, AB. Temos asi definida unha aplicacion:
ExE -V’

N
(A,B)—> AB

O espazo afin asociado a V> & o espazo ordinario de puntos e segundo a aplicacion

anterior o denotaremos por E’

Sistemas de referencia no espazo afin

M Un sistema de referencia do espazo afin E é o formado por catro puntos
{O; A B, C} tg us vectores a=[04] , b= [(}B] e Z=[0C]| son

linealmente independentes (forman unha base de E).
O punto O denominase orixe do sistema e as rectas definidas por
04, OF e OC eixos de coordenadas.

B Dado un punto calquera de P(x,y,z)e E7, queda univocamente

determinado o vector V=0P =xd+ yb +zC, os nimeros (x, v, z)

chimanse coordenadas do punto P no sistema de referencia

{O; A, B, C} ou coordenadas do vector V na base {E, 5., E} .

B O sistema de referencia que se utilizard, sempre que non se indigue o

contrario, serd o candnico que € o formado por {[U, 0.0) (L0,0,00, 1,0,(0,0, I)}

Notacion: & = 1= (1,0,0) &= 7=(0,10); &=4k=(0,0,1)
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Operacions con coordenadas

Coordenadas dun vector: Se as coordenadas dos puntos A e B son: A(xi, yi, Z1)

—_—

B(x2, y2, 72) enton as coordenadas do vector AB 5on as coordenadas do extremo menos
as coordenadas da orixe.

—_—

AB =[x, =Xy, ¥V~ V1. 25~ Zy)

Modulo dun vector: Se as coordenadas dun vector son L = [ul, U, u3) enton:

‘u‘ = \[ulz + 7 +ug”

Suma de vectores: Se L = (ul, Us, u3) Vo= ('u’l, Vo, 'u“3) enton

sag

V= Uy F Vg Uy F VS Uy Vg )

—_

Produto dun niimero por un vector: = [Ula Lo, 3) enton:

K-E = (Au,,Au,.Au,)

Produto escalar de dous vectores

Se define o produto escalar de dous vectores como o produto dos mddulos polo coseno
do 4angulo que forman:

u-wv =PJ|-|V|-C05CE
O produto escalar de dous vectores ¢ un numero real, positivo, negativo ou nulo

r

Se o produto escalar de dous vectores non nulos ¢ cero entobn os vectores son
perpendiculares ou ortogonais, xa que si coso. =0=a =90°

Interpretacion xeométrica do produto escalar

- - -
Se chamamos u, 6 vector proxeccion de v sobre u,

Temos que:
T N

u o .

cosa = | ; | , substituindo na definicién de produto
|V

N
- > - o | u | - -
escalar quedaria: u-v=ul|v |'T1 =lu||u, | ,logo: O produto escalar de dous
| V]
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vectores ¢ 0 mddulo do primeiro polo mddulo do vector proxeccion do segundo sobre o
primeiro.

Propiedades do produto escalar

i) Vvei=0 & v=o0p iv) AlV-it)=(Av)-ii = v- (i)
. - = * - - - - - - - [ -
1) vovz0 v) v I:H""Ll.'J:‘l» UtV u—(u-—w]-v
11} Vel=1u-v ) - -2 -1 =3

vi) va M=V u

> > o - - = - \/:
* vveEv||v]cosO=>vvev] =|v|[=Vvy

Bases especiais

1) Base normada: Tres vectores forman unha base normada se os tres vectores
son unitarios, € dicir, se os tres tefien modulo 1

i1) Base ortogonal: Tres vectores forman unha base ortogonal, se os tres
vectores son ortogonais dous a dous, ¢ dicir, se os tres produtos escalares dan 0

1i1) Base ortonormal: Tres vectores forman unha base ortonormal se os tres

vectores son unitarios e ortogonais. Evidentemente, a base canonica ¢ unha base
ortonormal e sera a que utilicemos (se non se indica o contrario)

Expresion analitica do produto escalar

Se U = Uy, U, Ug ) v = (Vs Vg Vs )

Enton: -
U-v = Ul .‘.i"l +U2 .‘.n"'z +U3 .".n"’3

Angulo que forman dous vectores

u = [y, Ug, Ly ) v = (Vg Vo Vs )

Se a ¢ o angulo que forman os dous vectores, despexando na definicion de produto
escalar e utilizando a expresion analitica temos que:

1»’[!,4'![ + 1»’2!.!12 + 1»’31.53

2, 2, 2 2 2 2
JLL+L2+L3-JML+L£2 + i

£&f = arccos
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3

— f .
M Chamamos éngulos directores ( ¢, 3, /) dun vector V = [V}, V,, v, | aos dngulos que forma cos
L - - LY L 24

vectores [, j e A respectivamente. O cosenos destes

angulos (cosenos directores) veiien dados por:

Vi

COSfY = cos[ﬁ, f] =

Va

2 2 2
\/Vl +U2 +V3

cos ff= CDS(TJ,}] =

Vs

- 7 7 7
Jvl +vy + W

msy:cos(ﬁ,§]=

Produto vectorial de dous vectores

- - - -
3 . .
Se u e v son dous vectores de V-, definese o produto vectorial de u por v, designado

> o -> -

por ux v oupor u” v, como o vector que se obtén da seguinte maneira:

- -

-> o

1° Se u e v son dous vectores non nulos e non proporcionais entén u x v ¢ un vector

que ten:

Moédulo: O produto dos modulos polo seno do dngulo que forman: |u || v |- sen o

- o

Direccion: Perpendicular aos vectores ue v

IR
Sentido: O de avance dun tirarrollas que xira en sentido positivode ua v

-

2° Se alglin dos vectores ¢ o vector nulo ou os vectores son proporcionais enton o

N
produto vectorial € o vector nulo, 0
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Interpretacion xeométrica do produto vectorial

B Sexan tres puntos non alifiados 4, B e C e consideremos os
vectores:

V vector de extremos A8

i vector de extremos AC B

Temos que:

h

senﬂr=7? = fr=|i-e|5enﬂf = |FAﬁ|=|F”ﬂ|5&ntx=|F h,
i ) .
de onde deducimos:

A superficie do paralelogramo definido polos vectores V el

(ABDC) igual ao modulo do vector produto vectorial de v e if

Spen = |‘_" M I'_"l

=l

A superficie do tridngulo definido polos vectores V e i (ABC) ¢ igual

& metade do mddulo do vector produto vectorial de Ve i : A

¥ A i
2

Sipc=

Propiedades do produto vectorial

i VAU —UAV

ii. AVaid)=(AV)Ad

fo |
]
=1
=
—
N
=1
—t

iii. Palli+ W =VAali+TaAw
v, O vector V A U é un vector ortogonal aos vectores V e U, é dicir,

vivad)=u-(vau)=0

,_.
=

e i son linealmente dependentes |::> VA =0 (Pordefinicion)
Vi V AV =0 (consecuencia da propiedade anterior)

Vii. V e u son linealmente independentes |:|_>{17, U,V A l_f} constitien unha base de 7~

vii,  [adl = Bl laf - (5-a)

Expresion analitica do producto vectorial

- —
Se u=(u19u25u3) € V:(Vl,Vz,V3) enton:

- o

uxv=(uwi+uyj+uk)x (vii+vyj +vik)=uvi(ixi)+uwva(ixj)+uvsixk)+
wvi(jxi)+... +uzvs(kx k)
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Tendo en conta que:

ixi=0 ;jxj=0; kxk=0ixj=k ; ixk=-j

Qo o
e
~

I
e

-> >
Temos que: uxv=(uvs —vouz) i+ (uzvy —uyvs) j+ (uyva —upvy) k

Expresion que coincide co desenrolo do determinante:

Produto mixto de tres vectores

M Sexan os vectores V =f:‘u._, Vo, 1;3:]. = fu., i, M}] SRS I:WZ* Wy, 11-‘3)

ool
Definese o produte mixto dos vectores V, if € W como o nimero real, [17, i, ﬁ-‘] gue se

obtén de realizar o produto escalar de V por i AW .

[7, 2, w]= ¥ (r W)

= () produto mixto de tres vectores € un nimero real,

i 7ok
M A expresion analitica serd: [F,i_,ﬁ'J=F'[!_=\ﬁ')=[1";,1"3:1"3:]' M Uy U=
W, Wy Wy
Vi vy W
_ojwow| uw|fuw [_ -
= Wy Wy "2 W, w3+13 Wy, Wy = Vol WISt

W W, W,
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Propiedades do produto mixto

] 5.0, %] = w7, 8= i, w7 )= =[5 8= -[w i, 5= -5 5, W)
ii. V., i, W son linealmente dependentes < [f, i, ﬁ-‘] =0
i A5,u W= 48, 6 w)= |7, Aa, @)= [, 4, A0

v, [pesaow]=va ]+ (5 0]

Interpretacion xeométrica do produto mixto

Consideramos o paralelepipedo que ten

- = -
por arestas os tres vectores v,uew. O

AW _ . . ,
volume de dito paralelepipedo sera a
/ superficie da base pola altura, pero enton

a superficie serd o modulo do produto
- >
vectorial de uew e a altura serd o

N

modulo de v polo coseno do angulo que
- - >

forman v e uxw

=1

e > > o
=l v[luxw|[[cos(v,uxw)|=S,  altura =V .00

S>> >
Vi uXw

- o> >
V,u,W

- - h N
Sbase =|UXW| COSG’:T:h:|V|'COS(X
|V
Polo tanto: ¥ 5 = |[v=- U, W]‘

Se en vez de considerar o paralelepipedo, consideramos o tetraedro, como sabemos que
o seu volume ¢ un sexto do volume do paralelepipedo

Enton, o velume dun tetraedro de vértices 4, 8, Ce D é

igual a un sexto do valor absoluto do produto mixto dos

vectores: V de extremos 4B, i de extremos ACe W de

extremos 40

V e = %\[ﬁ, i, ]
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Determina m ¥y n para que los siguientes conjuntos de vectores sean
linealmente dependientes:

a) ul(m, =3, 2), ¥(2, 3, m), w(4, 6, —4)
b) u(3, 2, 5), v(2, 4, 7), w(l,-1, m)

m =% 2
21|12 3 m | =Sl e2dm =24 =Bt r dm r Al = =G(m+ 23 =0 = m==2

S m==2, losvectores son linealmente dependientes.

3 2 5 .
bll2 4 7|=8a+3=0 = n=_1
B
1 =1 m
5in= _T los vectores son linealmente dependientes.

¢Para qué valores de a el conjunto de vectores §={(1, 1, 1), (a, 1, 1),
(1, a, 0)} es una base?

u 4 = - & &
Como son tres vectores de B, formardn base cuando sean linealmente indepen-
dientes:

1 1 1 ;
o o o a=q
a 1 1|=g=g=gia=1) ‘]<a-]

1 a 0O

Por tanto, § esunabase cuando a#£ 0 v a#1.

En una base ortonormal tenemos ;(1, 2,2) ¥ T}{-ﬁi, 5, =3). Calcula:
5 =

a)a-b

- —
b)|al ¥ |bl

==
c)a b)

—

d) El vector proveccion de b sobre a.

a)2-b=(1,2 2) (=4, 5 -3) m-b+10=6 =0

b2 = V1Z+ 22+ 22 m V0 = 3

MRy I F =3 .1 av? = =
|b| = V(=4)® + 5% +(=3)" = VS0 =3$V2 =707

e
- - L
clComo a-b=0 — {(a bl=90%
- =
r - —* — a+b = - =
d) Vector proyececidn de b sobre a =————a =0-a =0 (vector cero)
=E
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Dados los vectores a= 1 +m T+ k ¥ b=-27+ 4T+ mEk halla m para gue
los vectores a v b scan:

a) Paralelos.

h) Ortogonales.

201, m, 13 Bl=2, 4, m)

al— = =2 = g==2
1 1

- - i i -
bla-b=(1,m 1)-(=2 4 ml==2 +d4m+m=m=2=0 — m=

Jl-l [

Halla un vector perpendicular a 1?(2, 3, 1) va ?(—1, 3, 0) ¥ que sea unitario.

WX ve(=3=1,9)

[Wx V= V=27 + (=17 + 9F - o1

-3 -1 9

Luego el vector gque buscamos es: | =, —
Lol 4ol Yot/

Halla un vector ortogonal a 1?(1, -1, 0) ¥ 173(_2, 0, 1) cuvo madulo sea V2.

. — — - =
Un vector (JFT(JE{JI'I'H.' a4 u yvawves u v,
I' i
— = =1 O} |0 1 1 =1
X v = 4 &
a 1771 2112 o

=(=1,=1,2)

. - . — —
Un vector unitario perpendiculara u y a v es:

1 1
—_— =1, =1,2) = —=(=1,=1, 2}
[(=1,=1, 2)| 3

Para que el modulo sea V24 .

i | |
= (=1, =1, 2) = 2(=1, =1, 2) = (=2, =2, 4]
Al

. . —» — . T
El vector (=2, =2, 4) es perpendicular a u ya v, ysu modulo es ¥24.

También cumple estas condiciones su opuesto: (2, 2, =4).

Calcula el valor de m para gque los vectores E(E, =3, 1), ?{1, m, 3) v
?r{-ti, 5, =1) sean coplanarios.

2 =3 1

- = = .

u, v, wl= |1 m 3| =2m+B=0 — m==4
-4 5 =]

Paxina 12 de 29



Matematicas II: Xeometria no espazo

Dados los vectores z_f(l, 2,=1) ﬁ{l, 3, 0), comprucha que el vector ax b

-
s perpendicular a a+b va a-h.

a(1,2,-1)

b1, 3,0

2 +b=(2,5,-1)

a=b =(0,=1,=1)

axb=(3-1,1)

(7 + EJ-{;XFJ =2, 5 =11-{3,=1,1) ={. Por tanto, T+b Laxhb
(F=B)-@xb)=(0,-1,=1) +3,=1,1) = 0. Portanto, T=5 LTxb

Hasta aqui, |a comprobacidn rutinaria, numérica. Mis interesante es [a siguiente
reflexion:

Los vectores 2 + b ¥ Z=b son las dia-
gonales d"tll, paralelogramo  determinado
par T v b. Por tanto, estin en el plano
definido por T ¥ E? Y el vector 3 X g
es perpendicular a dicho plano.

Asl,

Dados los vectores 1 (2, 0, 0}, u (0, 1, =3}, U, =au, + E‘ﬂ?, Jqué relacion
1 2 3 1 L |

deben cumplir @ v b para que ﬁ; sea ortogonal al vector ?{1, 1,1)
G’,‘ =2, 0,00 + b0, 1,=3) =(2a, b, =35)

— . —
Para que u, sea perpendicular a v ha de ser:

U, - V= (2a,b, =3k) - (1,1, 1) = 2a + b=3b=2a-2b=0, esdecir, a=b,

Calcula las coordenadas de un vector u que sea ortogonal a v (1,2, 3) vy
W (1,-1,1) ytal que [u, v, w] = 19.

s
-

—¥ - .
®ow o= (5, 2 =3]

— — N . ;
Un vector ortogonal 2 v v a w es de |a forma (5, 2k, =3&).

A 2k =3k 5 2 =3

G¥wl=[1 2 3|=k|l1 2 3|=k 38=19 — k-]?
1 =1 1 1 =1 1 =
—— =3 |

Por tanto: u ?] )
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Dados los vectores ﬁ{a, 1+ a, 2al, ?{a, 1, a) ¥ *?r(l, a, 1), se pide:

a) Halla los valores de a para los que los vectores E ¥ ¥ w son linealmen-
e dependientes.

b) Estudia si el vector 2{3, 3, 0) depende linealmente de 1?, 1_3 ¥ ';' parael
caso a=2,

¢} Justifica razonadamente si para a =0 se cumple la igualdad u- {?x ‘E_'E:"} = 0.

a 1+a 32a = 1
- = = )
a) lu, v,w| = |a 1 a -33—a-£ﬂa2—]l-il<a- 1
1

1 d o ==
—F —* —& . . . .
b)) Para a=2, losvectores u, v v w son linealmente independientes. Como son
4 qs . . . q
tres vectores de |R? linealmente independientes, forman una base de [R2

. . . - P .
Asl, cualguier otro vector, v, en particular ci3, 3, 0), depende linealmente de
allos.

Ohbtenemaos la combinacian lineal:
Para a =2, tepemos que: ul2, 3, 4), w(2,1, 2), w(1, 2, 1)

(3,3,00=x02, 3, 4)+ (2,1, 2) + 2(1, 2, 1)

2.I+2_}'+ =3 2 02 1
dx+y yp+r2r=3 31 2=
dx+2y+ z=0 4 2 1
3 21
31 2
0 2 1 =0 =3
. 3 6 2
2 3 1
3 3 2
. 4 0 1 g 3
¥ 3 r
2 2 3
31 3
4 2 40 18 _
Par tanto:
S s
AU (Vxw) = IG:: ~.._3 W= para ¢ =1{. Esti probado en el apartado a).
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Halla un vector u de la misma direccitn que ‘—r:{l, -2, 3) vtal gque deter-

mine con ¢l vector ;'(—2, 4, =1) un paralelogramo de drea 25 u.

e —F R . o —¥ . - - —¥, .
5i u es de la misma direccion gue v(1,=2, 3), seri de la forma ulx, =2x, 3x).
con x# 0

. - - - 3
Para que forme con wi{=2, 4, =1) un paralelogramo de drea 25 u*, ha de ser:

|0 xw | = =10, =S, 03] = V100xZ + 2502 = |x|V125 = 25,

. . - r=
esdecin 12322 =423 = xl=3% = x=zv3

Por tanto, hay dos soluciones: (VE, =2¥5, 3% S) v (=V%, 295, =3%3)

Sean ;}' b tales que |;|-4 v |ﬁ|-2, con (a, b) = 6oe.
- =

Calcula |a + T}| v |la=bl

e =
a

Z+ B =(Z+B) (@ +B)=a-2+Db-b +2

- - e
=172+ 6P +2.12] B s (3 B) =

— —* — =
=10+4+2- 42 cosB¥=10+4+8=28 — |a+b|=v28 =2v7

Por otra parte:

=B =@=b)+@=-D)=3-T+b-b=23+D=
e
= T2+ |EP =23 |F] cos(3 B)=

“16+4=8m=12 — |7=b|=Vi2 =23

—

Calcula el dngulo que forman a y b sabiendo que |al =3, bl =5 v
|2+ b|=".

- Dy = TR .
Pusstoque |a+ b|?=(a+b)-{a+ b), empecemas desarrollando esta expresidn:
- i, = = a5 = e e T T R T B
|2+ b|"=i{a+hie(d+bh)mg+a+a-b+hea+hbh b=

= T L=

=|a|*+|b|*+2(a-hb)
S = — 7 —= 7 -
Sustituimos |a + b, |2| v |b| por sus valores, v a+b  por su expresicn,
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Matematicas II: Xeometria no espazo

ECUACIONS DE RECTAS E PLANOS

Ecuacions da recta

Unha recta queda determinada cando se cofiece un vector que leve a sta direccion,
chamado vector director da recta, € un punto que pertenza & recta. A sia ecuacion ¢
unha expresion que serve para decidir que puntos do espazo pertencen a ela e cales non.

Sexan: FP(x, v, z) punto arbitrario da recta r
f
Alx., v.z | punto fixo darecta r
X1 Vs 4] P
- -
p vector [OP], a vector [OA]
V= |:1»': . Vs, 1»'3|| un vector coa direccion de r (vector director)

4 un numero real

A ecuacion da recta que pasa por A e ten a direccion do vecto V|, pode expresarse comao:

S=a+ A7, VAR
g
(x, yoz)=(x, ¥, z)+ A v, vy, 15}, VAER
Ecuacion vectorial

Exemplo: A ecuacion vectorial da recta que pasa polo punto A1, 2, 0) e ten porvectordirector v = (=2, 2,3) &

(x,v.2)=(,2,0)+ A(=2,2,3),Vic R

Dada a ecuacion vectorial da recta r: [x, v, :] = [ ]+ /.( LV, 1] , deducimos que
(x, v,2)=x, p 2 )+ [ Ay, Avy, vy )= (3, + Avy, v, + Avy, 2, + Ay ), entdn a ecuacion da recta pode

EXPTESArse Comao.

X=X+ Ay,
y=y+4v,, VieR
2=z, + Ay,

Ecuacions paramétricas

Exempnlo: As ecuacions paramétricas da recta gue pasa polo punto y 2y g ten por vector director
Exemplo: A I tricas da recta que pasa polo punto 4(1 2, 0) eteny tor direct

Jx:]—zg
v=(=223) son: ¢ y=2+24,YAeR .
z=34

Paxina 16 de 29



Matematicas II: Xeometria no espazo

. . _ . X=X , V=3 z=
Despexando A nas ecuacions paramétricas obtemos: A= A= , A=
v Vs v
1 2 3

X=X _y-y _z-z

deducimos: v, Vv, vy

Ecuacions continuas

Exemplo: As ecuacidns continuas da recta que pasa polo punto A(1, 2, 0) e ten porvector director v =(=2, 2, 3)

x=1_ y-2

-2 2 3

=0nl

r— 3—_ 12 Ve Ve
_I':M }J:—_I—.—_Il+}JL
. . . v Va v v
Das ecuacions continuas deducimos: . ! . s = 1} 1'L , chamando
S e Z=—=2x——2x+2z
L V3 vy vy
y=ax+b
Vs Vs .V . Wy - ' '
a=—, h=—=—x+y, a=—, b=-—x +z,temos as ecuacions: z=a'x+b
v v V| V|
Ec. Reducidas

Exemplo: Ecuacions reducidas da recta que pasa polo punto A(1, 2, 0) e ten por vector director v = (=2, 2, 3):

As ecuacions reducidas da recta se chaman tamén ecuacions implicitas da recta. En
xeral, as ecuacions implicitas da recta son dlias ecuacions de primeiro grao:

{ Ax+By+Cz=D
Ax+By+C7z=D"

Sexan A(.‘fl, Vis Zl] e B(.‘fz, Mas Zz) dous puntos distintos da
recta r, o vector, vV, definido por AB ten por coordenadas,
(-‘fz — X, Vs~ Vs Ey— El] ,como V ten a mesma direccion que

r, substituindo nas ecuacions continuas temos:

X=X _ Y-y _Z-Z

X=X Ya— ) £y~ I

Recta que pasa por dous puntos
Exemplo. Para a recta que pasa palos puntos 4(4, 2, 1), B(2, 4, 4). o vector director é v =(=2, 2, 3).entén a
) x=4 y=2 =z-1
ecuacion continua sera: == =
-2 2 3
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Matematicas II: Xeometria no espazo

Ecuacion dos eixes de coordenadas

Oz-tk Vectorial | Paramétrica | Continua

As ecuacions implicitas serian:

EixeOX |y=0
z=0
Eixe OY |x=0
z=0
EixeOZ |x=0
y=0

Ecuacions do plano

Un plano no espazo queda determinado cando se cofiece un dos seus puntos e dous
vectores de direccion que sexan independentes. As ecuacions dun plano son expresions
alxébricas que permiten decidir que puntos pertencen ao plano e que puntos non
pertencen.

Sexa P(x, ¥, z) un punto arbitrario dun plano &, definido por un

SN S

punto fixo do plano A|{X-_., Yi: & } e dous vectores, V e1ii,

\
'

linealmente independentes (vectores directores)

-
T=(vv v )i B=(u.u.u) s p vector[OP] ;
>Y

=
a vector[OA] 3 &, u nimeros reais
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Matematicas II: Xeometria no espazo

A ecuacion do plano, s, gue pasa por 4 e ten por vectores
directores V @ if , pode expresarse como:

p=a+ Av+un, VA, ueR
)
(x, v, 2) =(x1 y1s 1)+ A vis va, vs) + (g, 13, 1), ¥4, eR
Ecuacidn vectorial

Fxemplo: A ecuacién vectorial do plano que pasa polo punto A(1,2,0) e ten por vectores directores

v=(-2,2,3),0=(40,1¢ (x.y.2)=(1,2 £, 0)+ A(-2,2,3)+ (4,0, 1), VA, ueR.

Dada a ecuacion vectorial do plano (x, v, ::]: (x;, i Zi ]+ /f.l:v:, Va, 1J3:]+,u|:u:, Us, “3:] . deducimaos
(I, ¥, z} = (.T|_. Yis 24 }I— (ivh Avs, ivs}— (,mq_. Mty , ,uug} =
= (.Tl + Av) + g, ¥+ Avy + fy, 2+ Avy + ,uug}

x=x1+;1v1+_£m1
y=y+ v+, VA ueR

enton a ecuacion do plano pode expresarse como:
z =z + Avy + tag

Ecuacidns paramétricas

Exempla: As ecuaciéns paramétricas do plano que pasa polo punto A(L, 2, 0) e ten por vectores directores
(x=1-24+4u
V= {—2,2,3),52 {4, O, 1) s0n: 4 _1-'=2+2f{ ,V&IHER_

I z=3A+u

N
O vector AP=(x —x;, y—y1, z—z;) é¢ combinacion lineal dos vectores directores enton:

. X=X V=W I—L
det( AP. v, u) = 0, isto implica que: v, V, v, |[=0
t Uy Uy

Calculando o determinante anterior chegamos a unha expresion da forma:
ax+by+cz+d=0

Ecuacion implicita

Fxemplo: A ecuacidn implicita do plano que pasa polo punto A(1, 2, 0) e ten por vectores directores
x—1y-2 =z

P (=223, i=(4 0 1) seri: | -2 2 3=2x+14p-82-30 = x+Ty—-4z-15=0
4 o 1
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i b i !
Dados tres puntos non alifiados Alx,, y,. 2|, Blxs. ya.2:] e m
f " _ — _ — B
m., Xy, Vis 23], 08 vectores V= AB e u= AC son linealmente v

f - ! -
independentes e o plano | 4, v, u_] . gue contén aos tres puntos, t8n como ecuacion:

I—Il y_yl Z=Z
X=X Y= W 2,—-z[=0
X=X Vs— W - 5

Plano determinado por tres puntos

Exemplo: Aecuacién do plano que pasa polos puntos A(1, 2, —=1). B(2, 3, 2) e C(3,2,0) éaseguinte:
x=1 y=2 z+1
1 1 J|=x+5y=-22-13=0
2 0 1

Vector normal a un plano

Sexan A(x1,y1,Z1) € B(X2,y2,22) dous puntos do plano n: ax + by +cz +d = 0, temos que:
ax; +by; +cz;+d=0
aX2+by2+czz+d=O

Restando término a término obtenemos: a(x, — X;) + b(y2 — y1) + ¢c(z2—z1) = 0, € decir,

(a,b,c). xX2—X1,Y2—Y¥1,22—21) =0

- -
Entén o vector n =(a, b, ¢) € perpendicular 6 vector AB= (x, — X1, y2 — Y1, Z2 — Z1), polo
tanto, ¢ perpendicular o plano ©

IR
O vector n = (a, b, ¢) se chama vector normal do plano © e ¢ un vector perpendicular
(ortogonal) ao plano

=4

nA(thth)
] B(XEryZIXZ)
max+by+cz+d=0
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Posicions relativas de rectas e planos

Posicion relativa de dous planos

T oax+by+cz+d=0

' dx+by+c'z+d'=0
_ fa b ¢ o [a b c d)

e sexan as matrices: 4 = |-\£Ir B C')h A = La’ B d,}l .

Consideremos dous planos dados polas ecuacidns: {

.

[ | rango(4) = 2 =rangof4d¥) = 8. C. L, a interseccion dos dous planos € unha recta.
ax+by+cz+d=10
ax+by+dz+d=0
Exemplo: Dados os planos m@ 2x+4y— z=35, .?T‘:4x—'].’+: =7, temos que
(2 4 -1

}‘angﬂk : =2 =rangol A%¥) => osplanos definen unha recta.

4-11)

W rangofd) = I = rango(A¥) = 8. C. L, os planos son coincidentes.

Exemplo: Dadososplanos T 2x+4y—z=5, 7d4x+8y-22z=10,temos que /

(24 -1 (24-15) . SCIL
rangﬂ'.\-# g _2) =]= }"a!’rgg,'ﬂf_ll\‘:1 g 2 |[]/.'} = os planos coinciden.
W rangofd) =1 # rango(A®) =2 = 8. L, os planos son paralelos.
Exemplo: Dadososplanos T 2x+4y—z=5, md4x+8y—-2z=1.temosque
(2 4 =1 (2415
}‘angﬂl\.q g -2 =]= }‘a!’rgﬂf_ll\‘4 g -2 |,.'I} = osplanos son paralelos. 5
s.1

= Dado un plano de ecuacién T:ax+ b y+ cz+ d = 0,0 conxunto de todos
os planos paralelos a 7T tefien unha ecuaciénda forma a x+ by + cz+ k= 0 , onde ké un nimero
real calquera. En particular a ecuacion do plano paralelo a T que pasa pola orixe de coordenadas €
ax+by+cz=0.

Exemplo: Dado o plane M2x=3y+ 2+ 7= 0, 0s planos paralelos tefien son 2x =3y +z+ 4k =0, se queremos
calcularo plano paralelo que pasa porun punto concreto, porexemplo 42, 1, = 5) |, substituimos as coordenadas do punto
na ecuacion dos planos paralelos para calcular &:

2x2-3x1+1x(-5)+k=0 = k=4

entdn a ecuacion do plano paralelo a 7 que pasapolopunto 4 é: 2x=3y+z+4=10.
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Posicion relativa de tres planos

Dados tres planos de ecuacions: W rangofd) =1 =rango(d* = S.C. L

T oax+by+cz+d=10 {0s planos son coincidentes)
. dx+by+c'z+d'=0

' a"x+b'y+c'z+d"'=0 ﬁ

consideremos as matrices:

a b c a b ¢ d
A=|a b |, A£=|a b ¢ a| Wrmeo)=2# rango(d)=3= S.1I
a' B " a" Bt d" {0s tres planos non coineciden en ningin punto)

B rangofd) =3 =rango(4¥) = 8. C. D.

( a interseccion dos tres planos € un punto)

B rango(d4) =2 =rango(d* = 8. C. I

(a interseccion dos tres planos € unha recta)
W rango(d)=1% rango(d®) =2 = S. I (0s

¥ tres planos son paralelos)
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Posicion relativa de recta e plano

ax+by+cz+d=10

i
Consideremos a recta, r, e o plano, 7, dados polas ecuacions: ax+b'y+c'z+d=0
Toa'x+b"y+c"z+d"=0

a b c a b ¢ d

&
esexanasmatrices: A=|a b ¢, A =|a b ¢ d
aFF bl? C” aFF bFl CF' d'l
W rangoiA)=3 =rango(A¥) —> W rangoiA)=2=rango(A*) = M rango(A) =2 #F mango(A%) =3 =
— S.C.D.,ainterseccion da rectae = 5.C. L, a recta estd contida = 5. ., arectae o plano son
do plano € un punto. no plano. paralelos.

Posicion relativa de duas rectas

ax+by+ cz+d=10

" ax+by+cz+d=0
Consideremos as rectas dadas polas ecuacions: | a"x+ by ez d" =0
& {a'”x+ bB"y+c"z+d"=0
a b ¢ a b ¢ d)
. a b . |d b d
e sexan as matrices: 4 = JISTINAE A = T
a'' b " a b " d")

B mngo(A) = 3 = mngo(A*) = 8. C. D, a W mngo(A)=3 # rango(A*) = 4 = 8.1, as rectas

T

mterseccion das dias rectas € un punto, crizanse (sen cortarse), \

M rango(A)=2=rango(A*) = 8.C.1,asectas son W mngo(A)=2 # rango(A*)=3 = §. 1, asrectas

comcidentes. son paralelas.

T

T
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RECTAS E PLANOS

POSICIONS
RELATIVAS
(Estudo con
puntos e
vectores
directores)

Diasrectas r es

Enr P e K,
Ens Ps e H

r e s CRUZANSE NO ESPAZO

{non tefien puntos en comdn e

estan en distinto plano E
i, =k it, |il,non é paralelo ait,)

e det|P. P, i, u)#0

r e s CORTANSE nun punto 5
(56 terien un punto en comun e Pr 5
estan nun mesmo plano) 7l u

_

i, ki, (ii, non é para!e’fr) a if,)
e det( P, P, i ii)=

{non tefien puntos en comdn e
estan nun mesmo plano)

res SON PARALELAS / __l?’-—'ﬁ'b“"ﬂs

i,=kii, (i, éparalelo a i)
e P noné un puntode s(ou P, non o é de r)

re s SON COINCIDENTES

(todos os puntos de r o son tamén de s) @

i,=kii, (i, éparalelo a i)
e P é un pumtodesiou P, o ¢é de i

Rectae plano reTr
Enm n,(A4,B,C)
Ax+By+Cz+D=0

Enr P, e K,

x=a+itu,
y=b+ru,, teR
:=c‘-HH]|

J'/ r e T CORTANSE nun punto (s6 un

= " dos puntos de r é un punto de )

w,n,#0 (i, non é perpendicular a n,)

ou tameén ao substituir as ecuacions de r en
obtemos unha ecuacion do tipo a-t=b a, b0

CASOPARTICULAR: r lm if,=kn,

re m SON PARALELOS
(non hai puntos en rque esteanenm) P,

w0, =0 |d é perpendicular a i)
e P, non é un punio de

ou famen ao substituir as ecuacions de r oen n
obtemos unha ecuacion do tipo 0-t=b b=0

r ESTA CONTIDA EN 1

/ _’_ﬁ . (todos os puntos de r son puntos de 1)

i-i=0 (i, é perpendicular a i)

¥’ i

e P, é un punto de n

ot tamén ao substituir as ecuacions de r en n
obtenos wnha ecuacion do tipo 01=0
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Angulos entre rectas e planos

Angulo formado por duas rectas

W Sexan r e s dias rectas que se cortan, e que tefien como vectores

directores v = (1«'[, Va vg] e = (ul, U, Lfg) respectivamente, definese

I
o dngulo formado pelas duas rectas como o menor dos angulos que /
S

forman no plano que determinan.

.“-;mgu]U formadoporres=a= .“-;'Lngu]u formado por v e i

. - “m
{ou o suplementario se ¢ > — )

cos(r, §)= cosd = |c05(§_. ﬁ]‘
Por definicion de produto escalar: 7. ii = |7|fif|cos| 7, i =

|1'J- u |v,u, + Vally + vjujl

= cr:rsaf=|cc:rs['i,a? |= —— =
) ) gl JPIE + v;+ v; + Ji{,3+ i{; + 1{33

de onde deducimos:

o= arccnsu = arccos |v1u1 T Valty T Vats |
7

Jl-’lz + 1-’:_:2 + 1-’32 JHIE + l{zz + H_qz
Angulo de das rectas que se cortan

~ , x+4 y=2 z+l - z+1
Exempio: Dadas as rectas ¥ = 5 = 5 ; mx=2=y+4= _l :
|(3,—3,3'-(|,|,—|‘]| 9 -
¥ = arccos ' — =arccos—=T(F 31" 436
Jd+4+441+1+1 6
W Se r e s son dias rectas son perpendiculares
Vit = |[]jii|cose = O A
2=90° & cose=0 & ) = Eg
- - e
| V € i 301 Ortogonais r e
v
S Vit vt v =0 g
~ , x=3 y+2 x  y=3 z+l
Exempio. As rectas M =——=z+4]; §s—="—"-=—— son
2 3 -2 -l 7

perpendiculares, dado que:
voi=(2,31)-(-2,-1,7)=-4-3+7=0
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Angulo formado por dous planos

W Sexan T:ax+by+cz+d=10
ena’'x+by+c'z+ d =0 dousplanos que se cortan e que

tefien como vectores normais asociados 71 = [a b C] o

m= (a', b, c') respectivamente, definese o dngulo formado

polos dous planos como o menor dos dngulos gque determinan.

. ; - - , L
Angulo formado por T enr == Angulo formado por 7 e M (ou o suplementario se & > —

ms(n:, .n") =Cos@ = |005( M., E@]‘
Por definicion de produto escalar: 7-m = |i||m]cos(s, m) =

- m |aa' +hb'+ cc’|

|”||”’| N Y

= [osa= |Lu~. n m]|— , de onde deducimos:

_ ad'+bb tecd|

= ﬂrI:l:ﬂS = Arccos
|H||m| Na'+ b+ a? + b+ e

Angulo de dous planos que se cortan

Exemplo: Qs planos 71 x — 7_}’-1— +5=0; T 7‘(’+4}’ 2z+1=0 forman un dngulo igual a:
1,-2,1)-(2,4,-2) g
@ = arccos (L-21)-(2.4, | = arccos — =48°11'2287"
V14441441644 12

W Dados dous planos T e T ’ perpendiculares:

a=90°< i e m sonortogonais = n-m=0& o

e aa'+bhb + e’ =0

Exemplo: Para os planos m4x—2y+z+5=0; x"2x+3y-2z+7=0,

temos que: ﬁ-ﬁ‘=(4,—2, |J-(2,3 ] 8—6-2=0, 7 e entén son perpendiculares.
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Angulo formado por unha recta e un plano

M Sexan r unha recta que ten por vector director

V= (\“'L-*"'za""z.} em:ax+ by+cz+ d =0 unplano que

ten por vector normal 71 = [H,f?, L‘], definese o dngulo

formade pola recta re o plano 7T como o dngulo que forman

a recta » coa sia proxeccion sobre o plano 7. /
r

_ﬂlmgu]U formado por r ¢ == Complementario do dngulo formado por V e # (ou o

. L
suplementario se ¢ > — ).

sen(r, ) = senar = cos(90°—ar) =|cos( v, E}|

Por definicidn de produto escalar: v-7 = |F||Ff|cus(ﬁ, T

sena = cos| 90°—a) =|c05|:F, E}| =——l= , de onde deducimos:
|1’"”| \lvlz + 1*12 + 1’12 'Jaz + b+t

ven Vi@ +vyb + 0|

|1'.f-r'1 |v,a+ Vb + v3c|
O = arcsen-—— = arcsen S
2 2 2
|v||n| Jv, v v Vat B+
;inguln entre unha recta e un plano
W Se a recta r e o plano 7 son perpendiculares: M Se arecta r e estd contida (ou € paralela) ao
=90 ¥V e A tefien a mesma direccion plano 7T:
& Ven gonlinealmente dependentes. =0V V e sonortogonais &
e ven=0
v
i _A
n
-
) Y
. ---.5_.'4:,u
A' / I ; >
| # i 4
1|
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Distancias entre puntos, rectas e planos

Distancia entre dous puntos

Sexan A(X1, yi, 1) € B(X2, y2, z2) dous puntos do espazo, a distancia entre eles ¢ igual
ao modulo do vector que une ditos puntos

d(AB) - ‘Eﬂ = \/[Xz 1)+ va-y)S (22 - 2)°

Distancia de un punto a un plano

M Dado un punto P[.‘f”,yu,zu) e un plano

mrax+by+cz+d= 0, adistancia entre ambos

ven dada pola formula:

e rereeer | B

Distancia dun punto a un plano

I
APR=AQ 0+ QP =P R

— — — f= 0 |=
AP.i|= QP 7i| = Qi’<|ﬁ|ms| QP 7 || = QP<|3'7|
-5
AP R
—5
.‘.‘ﬂ .P.. .'T:I= PQ =T
H

A distancia entre planos paralelos pode calcularse coa férmula anterior tomando como
7 un dos planos e como punto P un punto calquera do outro plano

A distancia entre unha recta e un plano paralelos pode calcularse coa férmula anterior
tomando como punto P un punto calquera da recta

£ gf*/ I
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Distancia dun punto a unha recta

M Dado un punto P[.‘f:, Vi Z:J ¢ unha recta r que ten por vector
director V = [v: W Vs, 1»'3] ¢ pasa polo punto A[x“, Voo :“] £ sexa
= [.‘f: =X V= Voo B - z”] o vectordefinido por AP, a distancia

entre P e r ven dada pola formula:

!T _E =t =4 =h
1 AP = AQ+ QP

Vi Vs V;

TX NV 5T

Distancia dun punto a unha recta

L

5 r) = = = . - ~ - - - ~
|v| _Jvlz + 1«'22 + Vf ave AQA V= QPA V= 0QPA T

I A )= ‘QT:P,« ;

= |QP [#lsen| 0P| = ‘QP I5]
d(P,r) F-t:’_)( jin 7]
LF)= = —
' |7
A distancia entre rectas paralelas pode calcularse coa
formula anterior, tomando como r unha das rectas e como
A
P un punto calquera da outra recta ;
I

Distancia entre duas rectas que se cruzan

B Sexan r e s duas rectas gue tefien como vectores directores

V= [v: . Vs, vg] e U= |:u:, i, u;] , e que pasan polos puntos

A[x:,y:,z;] g BI:.YE,}'E,ZEJ respectivamente, ¢ sexa

W= |:_‘£‘2 =X Vs= V. Es = Z:] o vector definido por 4B, a

distancia minima entre » e 5 ven dada pola formula:

Vi Vs Wy
U Uy Uy

Distancia minima entre dias rectas que se cruzan
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