Unidade 2: Trigonometria

1. Figuras semellantes. Razén de semellanza.
2. Triangulos rectangulos
2.1. Razéns trigonométricas: Seno, coseno e tanxente.
2.2. A Fo6rmula Fundamental da Trigonometria.
3. Coordenadas rectangulares e polares. Xeralizacion da definicion de
razon trigonométrica.
4. Resolucion de triangulos
4.1. Teoremado seno

4.2. Teorema do coseno

Introduceion

Figuras semellantes.

Chémanse figuras semellantes as que tefien a mesma
forma e diferente tamafio.

Utilizando o Teorema de Tales pode comprobarse que
dous poligonos son semellantes cando tefien os angulos
iguais e os lados proporcionais.

Que tefian os lados proporcionais significa que a razén
entre os lados homélogos é sempre a mesma:

AB _ BC

. —————

AB' B'C

Esa constante recibe o nome de razon de semellanza.

Actividade 1:

1) ¢Para que dous poligonos sexan semellantes cumpre que os angulos sexan iguais e os lados
proporcionais ou é suficiente cunha das duas condiciéns?
2) Contesta axifia as seguintes cuestions: ¢Canto mide a area dun cadrado de 1 m de lado? ... ¢E a area
dun cadrado de medio metro de lado? ...
a) ¢Ca éarazon de semellanza entre unha moeda de 5 pts e outra de 100 pts? ;Cal é arazdn entre
as sUas &reas?
b) Sabemos que arelacién entre os lados de duas figuras semellantes é a razén de semellanza pero
¢Cal é arelacion entre as areas de figuras semel lantes?

Problema 1: Constrie en papel cuadriculado as figuras que aparecen
no debuxo. Con elas podes construir dous rectangulos diferentes.
Se calculas as areas atoparaste cunha pegquena sorpresa:
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S; =(13 +8) X8 =168 cadros
S, =13 x(8 +5) =169 cadros

¢Onde esta o cadro que falla?

Triangulos, tipos e e ementos

Dende antigo, por varias razéns, os triangulos xogan un papel fundamental na Xeometria:

E afigura de lados rectos mais sinxela.
Taddolos poligonos poden dividirse en tridngulos.

E unha figura rixida (non pode deformarse sen rompelo) cousa que non
sucede cos cuadrilateros.

Queda determinado con tan s6 tres datos independentes: Os tres lados,
dous lados e un angulo, un lado e dous angulos, dous lados e a altura,
etcétera. (non serven os tres angulos pois non son independentes,
cofiecendo dous xa cofiecemos tamén o terceiro).

Triangulos rectangulos: Nun tridngulo rectangulo, os lados reciben nomes
especiais segundo cal sexa a sUa situacion:

Hipotenusa: Lado oposto 6 angulo de 90°. E o lado maior do triangulo.

Catetos: Os outros dous lados. Noméanse facendo referencia os &ngulos agudos.

hipotenusa

Os gregos representaban
0s trangulos rectangulos tal
como aparece na figura, de
ai os nomes dos lados:

= Hipo=abaixo,
tenusa=tendido
s Catetos=que descende

_| Acutangulo: Tédolos angulos é
"l agudos (menores de 90°)

polos seus
angulos

"| recto (de 90°)

| Rectangulo: Un angulo

.| Obtuséngulo: Un angulo
"| obtuso (maior de 90°)

Tipos de

triangulos

lados iguais

»| Equilatero: Os tres

polos seus
" lados

| Is6sceles: Dous lados
iguais e outro desigual

"| desiguais.

| Escaleno: Os tres lados

7
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A
N

Cuestions: Respostarazoadamente &s seguintes cuestions

a) ¢Podeun triangulo ser rectangul o e obtusangulo 6 mesmo tempo?
b) ¢Pode un tridngulo rectangul o ser equilatero?

c) ¢Hai tridngulos rectangulosisoscel es?

d) ¢E tridngulos obtusangulos isdsceles?

O Teorema de Pitagoras

Xa os antigos exipcios cofiecian que alguns triangulos rectangulos (coma o de
lados 5, 4 e 3) verifican que o cadrado dun lado é igual a suma dos cadrado dos

outros dous (52 =4% + 32).

Foi sen embargo na Grecia Clasica onde se estableceu definitivamente o
chamado Teorema de Pitagoras, que non foi descuberto nin demostrado por
Pitagoras:
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Un triangulo é rectangulo si e s6 si a area dun cadrado construido sobre o lado maior (hipotenusa) € igual
a suma das areas dos cadrados construidos sobre 0s outros dous (catetos).

Un dos xeitos mais elegantes de demostrar o Teorema
de Pitagoras consiste en construir dous cadrados de
lado a suma dos catetos do tridngulo e descompofielos
como aparece na figura.

A area dos cadrados é a mesma polo que 6 recortarlle os
catro tridngulos, as areas que quedan seguen sendo
iguais: Demostramos que o cadrado construido sobre a
hipotenusa ten unha area igual & suma das areas dos cadrados construidos
sobre os catetos.

Podemos enunciar o teorema dun xeito mais xeral utilizando figuras
semellantes de calquera tipo, non s6 cadrados.

Actividade 2: Comproba se a &rea do semicirculo construido sobre a
hipotenusa do tridngulo de lados 5, 4 e 3 é igual a suma das areas dos
semicircul os construidos sobre os catetos.

Unha curiosidade
Nunha superficie plana, a recta que une dous puntos € a lifia mais curta entre eses puntos.

Podemos xeneralizar a definicién de recta a calquera superficie partindo dese feito: Nunha superficie
calguera, chamamos recta entre dous puntos a lifia mais curta entre eses puntos.

Nunha esfera, a recta entre dous puntos € o circulo maximo (de centro o centro da esfera) que pasa por
eses puntos.

De xeito semellante as superficies planas, tres puntos non alifiados en calquera
superficie forman os vértices dun triangulo que, en xeral, tera os lados curvilineos.

No plano, a suma dos angulos dun triangulo do plano € de 180° pero, se debuxas un
triangulo enriba doutra superficie, a suma dos seus angulos pode non ser 180°.

- L i . ) . Osénglq_sA,BeC
Nunha superficie esférica, como a Terra, a suma dos angulos dun tridngulo € maior ~ suman mais de 180°

de 180°

Nunha superficie hiperbolica (obtida 6 facer xirar unha hipérbola 6 redor dun eixe)
os angulos dun triangulo suman menos de 180°.

No espacio a recta entre dous puntos é o traxecto dun raio de luz entre eles (que
non sempre é unha ‘recta” tal como demostrou Einstein). Se puidésemos medir
con exactitude canto suman os angulos dun tridangulo no espacio cofieceriamos cal

. , . B o o Os angulos A,Be C
é a xeometria do noso Universo, se é aberto ou pechado, finito ou infinito. suman menos de 180°
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cateto oposto

6 angulo B hipotenusa

cateto contiguo
6 angulo B

>
=

90°

(o8]

o
A 90/

Trigonometria

As razons trigonométricas.

Definimos as razéns trigonométricas dun angulo agudo A (0°£AE 90°)
como es razons entre os lados dun triangulo rectangulo que ten un
dos seus angulos igual a A:

sen(A) = cate'Fo opostoaA _a cosec(A) = hipotenusa _ D
hipotenusa h catetoopostoaA a
cos(A) = catetgcontlguoaA :Q sec(A) = hlpoter?usa :D
hipotenusa h catetocontiguoa A b
cateto opostoa A _ a cateto contiguoaA b
tan(A) = P g =— cotan(A) = g =—
catetocontiguoa A b catetoopostoa A a

Temos que comprobar que as razéns trigopnométricas non dependen
do triangulo elixido, que os valores son 0os mesmos calquera que
sexa o tamafio do triangulo.

Sexan dous triangulos rectangulos cun angulo agudo igual a A. Eses
triangulos son necesariamente semellantes por teren os angulos
iguais e, polo tanto, os seus lados son proporcionais:

E:E P E:%::sen(A)

Invertindo os extremos
da proporcion

Queda probado que o seno dun angulo non depende @ triangulo
elixido.

Actividade: demostra que as demais razons trigonométricas tamén estén ben
definidas.

Algunhas propiedades

Se dividimos o seno dun angulo polo seu coseno obtemos:

A tanxente dun angulo € igual o seno dividido polo coseno.

Nun triangulo rectangulo, os angulos agudos A e B son
complementarios: A+B=90. Ademais, o cateto oposto 6 angulo A é o

cateto contiguo 0 angulo B. Polo tanto:
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sen(A) = a- cos@®) ,lrJ
y
=sen() !

b

O seno dun angulo é igual o coseno do complementario.

Cos(A) =

>|O0 =

Nun triangulo rectangulo de hipotenusa 1 temos:

sen(A):%:a cos(A):?:b

Nun triangulo rectangulo de hipotenusa 1, o cateto oposto a un
angulo agudo mide o mesmo co seno do angulo e o cateto contiguo
mide 0 mesmo co coseno.

Aplicandolle o Teorema de Pitagoras o triangulo de hipotenusa 1
anterior resulta:

Formula Fundamental da Trigonometria:

sen?(A) +cos?(B) =1

A suma do seno 6 cadrado mais o coseno 6 cadrado dun angulo é
sempre igual a 1.

Actividade: Dividindo a metade dous triangulos equiléteros é posible calcular,
con total exactitude, as razéns trigonométricas dos angulos de 30° e 60°. Faino,
comproba que o valor das razéns trigonométricas non depende do tamafio do
triangulo e que as razdns trigonométricas verifican as relacions anteriores.

Exemplo: Sabendo que sen(A)=0'8, calculacos(A) etan(A).
Solucién: A férmula fundamental da trigonometria permitenos calcular o coseno
dun angulo cofiecendo o seno.

sen?(A) +cos?(A) =1® 0'8? +cos?(A) =1® cos(A) = V1- 082 = +0'6
A raiz cadrada ten un dobre signo, pero o coseno dos angulos 6s que nos estamos a
referir (entre 0° e 90°) é positivo: cos(A)=0"6
Agora é doado calcula-latanxente:
08 4

SeN(A) @ tan(ay=28 = 4

(A= s d) 06 3

Resolucion de triangulos

Tratase de, cofiecendo tres datos calquera dun triangulo, calcular
todolos demais, en especial os lados e os angulos.

Se o tridngulo é rectangulo, podemos utilizar directamente as razons
trigonométricas ou o Teorema de Pitagoras.

De non selo, deberemos descompofielo en triangulos rectangulos
(por exemplo trazando unha altura).
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Exemp!o: Sabendo que a hipotenusa dun tridngulo rectangulo mide 12 cm e que
un dos angul os agudos € de 30°, calcula os demais lados do triangul o.
Solucion: Cofiecemos un angulo, 30° e a hipotenusa, 12. Para calcular x, cateto

NS o oposto a 30°, sd debemos preguntarnos que relaciona 6 cateto oposto a un angulo e a
900 X hipotenusa: 0 seno de 30°
30° X i
en(30) = — r X .
y 12 yb E:OSD x=12x05=6cm
Na calculadora ® sen(30) =05},
Para calcular y, cateto contiguo a 30° preguntdmonos que relaciona 6 cateto
contiguo a un angulo e a hipotenusa: o coseno.
_y T
cosE0)=73 yp L =087p y=12087 =1044 cm
Na calculadora ® cos(30) =087},
Exemplo: Nun tridngulo rectangulo, os catetos miden 6 cm e 8 cm
respectivamente. ¢Canto miden os angulos do tridngulo?
Solucion:  Cofiecemos 0s catetos, ¢qué relaciona os catetos e un angulo agudo do
h 6 cm triangulo?: atanxente do &ngulo.
900 tan(A)=075 ®  tan (0'75)=36'87°p A =36°52'12"

A Na calculadora

Ooutroanguloagudoserd& B=90- A =53°7'48"

Exemp!o: Comproba se o tridngul o de lados 6, 8 e 10 é rectangulo.

Solucion:  Sabemos que s6 os triangulos rectangulos verifican o Teorema de
Pitagoras, polo que s6 temos que comprobar se este o verifica ou non:
Teorema de Pitagoras:

h? =a® +b* ® 10° 382 +6° b 100=68+36 b 100 =100

Obtemos unhaidentidade. O triangulo é rectangulo.

Exemplo: Calculao lado x no triangulo da figura.
Solucion:  Comprobamos se é rectangulo, que seria o tipo de triangulo mais doado
de estudiar: A +60+40=180P A =80°t 90°
O tridangulo non é rectangulo polo que non podemos utilizar directamente os razéns
trigonométricas.

Trazando a alturarelativa 6 lado x obtemos dous triangul os rectangul os;

tan(60) = _h = 1'73-1L;J

X
60° 40°
4
- h =173(4- m)i
‘:] m e . 0'84( )g b 173(4- m)=084m b m = 269
X tan(40)=—=084 | - e
h " b
60° 40°
n m

Agora o célculo de x é doado:

cos(40) :—259 P x= 269

——— =351
cos(40)

4
Exercicio: Calculao outro lado.
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Exemplo: Sobre un mapa é moito mais doado fixar a posicién dun punto pola stia
distancia 6 orixe de coordenadas e polo angulo angulo en relacion a direccién Norte-
Sur. Son ascoordenadas polares: P(d,A)
Atopa unha féormula para pasar de coordenadas polares a coordenadas
rectangulares.
Solucion: SO debemos ter en conta que as coordenadas rectangulares
correspéndense cos catetos dun triangul o rectangul o.
Coordenadas rectangulares. P(p1,p2)
Coordenadas polares: P(d,A)
Para pasar dunhas a outras debemos utilizar as razéns trigonométricas do angulo A:
_Ppau
sen(A)= df _ p,=dxsen(A)y
yP L = dxcos(A)g
cos(a)=PLi P17
db
As férmulas anteriores son validas para puntos do primeiro cadrante (noutro caso,
non temos definidas as razons trigonométricas do angulo). Para poder aplicar as
férmulas anteriores a un punto calquera do plano, debemos definir o seno e o coseno
dun angulo calquera

Coseno e seno de calquera angulo.

Nun triangulo rectangulo de hipotenusa 1, o cateto oposto a un
angulo agudo mide o mesmo co seno dese angulo e o cateto
contiguo 0 mesmo co coseno. Dese xeito podemos calcular o seno e
o coseno dun angulo sen efectuar ningunha operacion.

En coherencia con isto imos definir as razéns trigonométricas dun
angulo calquera.

Debuxando varios triangulos con hipotenusa 1, os extremos da
hipotenusa van formando unha circunferencia de radio 1 e, situando
a circunferencia co centro na orixe de coordenadas, as coordenadas
deses puntos coinciden co seno e o coseno dos angulos.

Podemos definir o seno e o coseno dun angulo calquera coa axuda
desa circunferencia de radio 1 centrada na orixe de coordenadas
(circunferencia trigonomeétrica ou tamén goniomeétrica).

Coseno dun angulo calguera: Primeira coordenada do punto que
determina ese angulo na circunferencia de radio 1.

Seno_dun_anqulo calquera: Segunda coordenada do punto que
determina ese angulo na circunferencia trigonométrica.

Consecuencias inmediatas desas definiciéons son:

Signos: O coseno é positivo nos angulos do 1° e 4° cuadrantes e
negativo nos do 2° e 3° e 0 seno é positivo no 1° e 2° cuadrantes e
negativo no 3° e 4°.

Senos e cosenos doados de calcular: o seno e coseno dalguns
angulos son inmediatos a partir da grafica.
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Cos -
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Sen -
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9  sen+

27 Cos +
0 Sen -
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90  sen+

To/ Cos +

©

Sen -

cos(A)

,/:D/

Angulo Coseno Seno Angulo  Coseno Seno

0 1 0 270 0 -1
90 0 1 360 1 0
180 -1 0 450 0 -1

Senos e _cosenos _de _angulos_negativos: os angulos positivos
midense seguindo o sentido contrario as agullas do reloxo e
negativos no sentido contrario.

Comprébase facilmente que sen(A)=-sen(-A) e cos(A)=cos(-A)

O seno e coseno dajguns angulos negativos son:

Angulo Coseno Seno Angulo  Coseno Seno

-90 0 -1 -270 0 1
-180 -1 0 -360 1 0
Valores maximos e minimos: o maior valor que poden tomar o

seno e 0 coseno é 1, e o menor € -1.

Formulas de reduccion o 1° cadrante: Para un angulo calquera, A,
hai outro do 1° cadrante B, de xeito que 0 seno e 0 coseno deses
angulos diferéncianse como moito no signo:

A do 2° cadrante A do 3°cadrante \ A do 4° cadrante

B=180-A B=A-180 B=360-A
sen(A)=sen(B) sen(A)=-sen(B) sen(A)=-sen(B)
cos(A)=-cos(B) cos(A)=-cos(B) cos(A)=cos(B)
Na figura aparece a demostracion cando o angulo A é do 2°
cadrante. Como pode verse, se B=180-A, os tridngulos que
determinan os valores do seno e do coseno de A e B son iguais. A

Unica diferencia nos seus valores € que o coseno de A é negativo por
estar a esquerda da orixe.

Actividade: Coa axuda da calculadora, fai unha téboa cos valores do seno e do
coseno para angulos de 0 a 360 dando valores de 30 en 30 graos. Comproba que se
cumpren as relacions anteriores.

Tanxente dun angulo calquera

Definimos a tanxente dun angulo calquera a partir do seno e coseno
dese angulo:
sen(A)

tan(A) = cos(A)

O estar definida como un cociente, non existira tanxente cando o
coseno (denominador) sexa 0. Non tefien tanxente os angulos: -
270°, -90°, 90°, 270°, 450°, ...

Podemos visualizar a tanxente utilizando a recta tanxente (de ai o
nome) & circunferencia trigopnomeétrica no punto (1,0).

A tanxente do angulo é a 22 coordenada do punto que determina
sobre esa recta tanxente.
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Vemos que, por exemplo, o angulo de 90° non corta a recta tanxente.
Non existe tanxente de 90°.

A diferencia do seno e do coseno que sempre estan comprendidos
entre —1 e 1, a tanxente pode tomar calquera valor.

Actividade: Demostra que realmente podemos visualizar a tanxente tal como se
indicou anteriormente.

Exemplo: Coa axuda da calculadora, atopa tédolos angulos comprendidos entre
0° e 360° que cumpran que o seu seno sexa 0’ 5.

Solucién. Sabemos que o seno é a altura (22 coordenada) do punto que determina o
angulo na circunferencia. Buscamos pois o valor 0’5 no eixe Y e debuxamos os

angulos que corresponden a ese valor. Obtemos dous, un no 1° e outro no 2°
cuadrantes.

O angulo do 1° cadrante danolo a calculadora utilizando a funcion inversa do seno:
Ai=arc sen(0'5)=30°
Para calcula-1o correspondente 6 2° cadrante s6 compre decatarse de que
A1+A,=180, polo tanto: A ,=180°-30°=150°

Exercicio: coaaxudadacal culadora, atopa tédolos angulos comprendidos entre
0° e 360° que cumpran:

a) Queo seucoseno sexa—0'71.

b) Queaslatanxente sexa —2.

Teorema do seno

Nun triangulo calquera, a razén entre un lado e o seno do angulo
oposto ten sempre 0 mesmo valor:

a _ b _ ¢
sen(A) - sen(B) - sen(C)

Demostracién: Se o triangulo é rectangulo, a demostracion é
inmediata.

sen(B)zED a= b__u
a sen(B) t ® a _ b _ ¢
Y A_gn0 = =
senC)=Sp a=—C 1400 sen(A) sen(B) sen(C)
a sen(C)p

En xeral, para triangulos non rectangulos, distinguiremos dous casos:
Caso 1: O tridngulo ten tédolos angulos agudos.

Sexa ABC un triangulo calquera. Trazamos unha altura para
descompofielo en triAngulos rectangulos.

Resulta;
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40°

10°

50

sen(A) = % P h=c >sen(A);-J

h Y
sen(C) :E P h=a >sen(C).'b

a c

Igualando: ¢ xsen(A) = axsen(C) U sen(A) _ sen(Q)

De xeito semellante, sen mais que considerar a altura relativa 6 lado
a, podemos deducir:

sen(B) = ﬁu b
c y c>sen(B)=bxsen(C) U =_C
2 sen(B) sen(C)
sen(C) = B-'b

Caso _2: Un dos angulos € obtuso. Neste caso a primeira parte é
semellante pero para a segunda debemos ter en conta que a altura
cae fora da base:

sen(A) = % P h=c >sen(A)-1[;j a c

yP =
g sen(A) sen(C)
b

sen(C) =2 P h=axsen(C)

sen(180 - B) :ﬂ-,;’ )
Cy ¢ >sen(180 - B) =b xsen(C) U

sen(C =h 1
b

b

Como sen(180-B)=sen(B), obtemos

b __ ¢
sen(180 - B) sen(C)

_ C
sen(B) - sen(C)

Polo tanto, calquera que sexa o triangulo:

a _ b _ ¢
sen(A) B sen(B) - sen(C)

O teorema do seno permite resolver triangulos calquera (non soé
rectangulos), con tal de cofiecer un lado e o angulo oposto.

Exemplo: Desde un certo lugar vemos unha curuxa pousada nunha pola dunha
arbore. A visual forma un angulo de 10° en relacion a horizontal. Achegandonos 50
metros, 0 angulo da visual pasa a ser de 40° (A que altura estd a curuxa e a que
distancia nos atopabamos dela?
Solucién: Empecemos por facer un eshozo da situacién:

180- 40 =140 1]

Calculamos os angulos do triangul o: '
180 - (10 +140) =30},

Pol o teorema do seno:
50 X b X:50:sen(140)

= =64'28m
n(30) sen(140) sen(30)
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sen(10) :E P h=xxen(10)® h=64'28>xen(10) =1116m
X

Teorema do coseno
Tamén cofiecido como teorema de Pitdgoras xeneralizado.

Nun tridngulo calquera verificase:
a? =b?+c? - 2xa b xcos(A)

Demostracion:

Caso 1: Se o angulo A é recto, o teorema é inmediato.

Caso 2: Se A non é recto, trazamo-la altura relativa o lado b (ou o ¢
no caso de que a anterior caese fora da base) e obtemos:

n=c>xcos(A)u

P m=b- cxos(A)
b=m+n

Aplicando o Teorema de Pitagoras:
a? =h?+m? =h?+(b- cxcos(r))?
a%? =h? +b? - 2>p>xcxcos(A) + c? xcos?(A)
Aplicando Pitagoras 6 outro triangulo:
c?2 =h? +n? =h? +(c xcos(A))* =h? +c? xcos? (A)

Restando as ecuaciéns anteriores:

a?-c2=b%- 2xpxcxcos(A) b a? =c? +b?- 2xxc xcos(A)

Exemplo: Calculaos angulos do triangulo de lados 10, 12 e 14.
Solucién: Polo teorema do coseno:

102 - 122 +142
102 =122 +142 - 2X2 44 xcos(A) P CcOS(A) = ——— " =07143
-2x42x14

A =arc cos(0'7143) =44'41® A =44°24'36"
10 _ 14 b sen(B) = 14 >xsen(44'41)
sen(44'41) sen(B) 10
B = arc sen(0'9797) = 78'44°

=0'9797

Exercicio: pPara medir o ancho dun rio, dous observadores situados nunha das
beiras e separados por unha distancia de 100 m ven unha arbore na outra beira baixo
os angulos de 42° e 37° respectivamente, ¢cal € ancho do rio?

Exercicio: Nunha lagoa hai unha ponte colgante. Desde un lugar situado a 94 m
dun dos extremos da ponte e 123 do outro, a ponte vese baixo un angulo de 36°,
¢cal éalonxitude da archinomeada ponte?
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Cintese

Razdns trigonomeétricas

Son as razons entre os lados dun tridngulo rectangulo. O seu valor s6 depende da forma do
triangulo (da medida dos angulos agudos) e non do tamafio do triangulo polo que se nomean
facendo referencia a un dos angulos agudos do triangulo:

A

cateto oposto a A

hipotenusa

en( A) =

_a
- F cateto oposto

6 angulo B hipotenusa

A

cateto contiguo a A

A) =
cos(A) hipotenusa

A

tan(A) = cateto opqsto a AA
cateto contiguo a A

cateto contiguo
6 angulo B

b
h
a
b

Seno, coseno etanxente de calquera angulo

Coseno: 12 coordenada do punto que determina o ]
angulo na circunferencia trigpnométrica

Seno: 22 coordenada dese punto.

_sen(A)

Tanxente: tan(A) = m

sen(A)
AA \ |
cos(d) |1 "2

Propiedades

Formula fundamental: sen?(A) +cos?(B) =1

Formulas de reduccién 6 primeiro cadrante:

2° cadrante
sen(A)=sen(180-A)

3° cadrante

sen(A)=-sen(A-180)

4° cadrante
sen(A)=-sen(360-A)

cos(A)=-cos(180-A)

cos(A)=-cos(A-180)

cos(A)=cos(360-A)

Resolucion detriangulos

b
Teorema do seno:

c

SOSP denay

=n(A) sn(B) sn(C)

Teorema do coseno: a2 =b? +¢c? - 2xaxb xcos(A)
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Ampliacion

Mapa da época de Homero:

Asprimeiras medidas, a Terra plana: Hecateo

Na Grecia antiga (ata 0 450 a.C. aproximadamente) coidabase que a Terra era
un disco plano, no centro do disco atopabanse os continentes rodeados polo
rio Océano e, no centro dos continentes, Grecia. O mundo reduciase 6
Mediterraneo.

Hecateo de Mileto (500 a. C.) estimou que o disco debia ter uns 8000 km. de
de diametro (25000 km2 de superficie).

A Terra esférica: Eratostenes.

A primeira suxerencia que temos dunha Terra esférica data do 450 a. C. e débese a Filolao de Tarento (480-? a. C.).
Esta idea xa era aceptada pola maioria dos pensadores polo 350 a.C. pero a primeira proba concluinte s6 chegou
en 1522, cando Magallanes completou a primeira volta 0 Mundo.

Cando se consideraba a Terra como un disco plano, o Unico xeito de calcular o
seu tamafio era chegando ata o borde e medindo a distancia. Cunha Terra
esférica as cousas son moi diferentes. Unha superficie curva produce efectos —

. . ’ ~ —_— .
que fan posible medir a sta curvatura e, polo tanto o0 seu tamafio. N Aleandriz

O primeiro en utilizar un deses efectos para medir o tamafio do noso planeta foi —— Siena

Eratostenes de Cirene (276-196 a. C.)". —

Eratdstenes leu que en Siena (no Alto Exipto), 6 mediodia do dia do solsticio de
veran, as estacas verticais non proxectaban sombras e o Sol penetraba ata o
fondo dos pozos.

En Alexandria, eso non era asi, 0 que atribuiu correctamente & curvatura da superficie terrestre.

Eratostenes obtivo unha medida de 7° para a inclinacion dos raios do Sol en Alexandria o dia do solsticio e deduciu
que ese angulo ten que ser igual 6 angulo formado polas lifias que parten de Siena e Alexandria ata o centro da
Terra.

Contratou un home para ir de Alexandria a Siena contando os pasos e
medir, dese xeito, a distancia entre as vilas (800 km.) e, con eses datos,
calculou a medida da circunferencia da Terra:

Se 7° corresponden a 800 km. 360° corresponderan a:

L= i;o %360 » 40.000 km

40.000
p

Diametroda Terraz d = » 13.000 km

' Un dos grandes sabios da antiguedade, astronomo, historiador, xedgrafo, fildsofo, poeta, matematico e director da Biblioteca
de Alexandria

2 Os comtemporaneos de Eratostenes esas dimensions pareceronlle escesivas polo que repetiron as observacions e obtiveron
cifras mais pequenas (29000 km de circunferencia e 9100 de diametro), cifras que foron aceptadas sen discusién e que foron
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O tamario do Sistema Solar: distancia Terra-LUa

Antes de que Eratdstenes obtivese a medida da Terra, Aristarco de Samos®, Lua — 4
obtivo unha estimacion da distancia Terra-LUa baseada na medicion dos tempos o |2 8
de transito da Lua durante un eclipse: O tempo que emprega a Lua en pasar da a

posicion 1 a 2 depende do seu didmetro € 0 que emprega en pasar da 2 a 3 E

depende do diametro da Terra. e )

O tempo do paso de de 2 a 3 é 4 veces maior co do paso de 1a 2, o que leva a
que a Terra é 4 veces maior ca Lua (o método foi perfeccionado por
Hiparco de Nicea, 190-120 a.C.).

Unha vez calculado o tamafio da Terra e da LUa, puideron calcular a
distancia Terra-LUa a partir do tamafio aparente da Lua: Situamos o

un circulo diante do ollo e alonxamo-lo ata que oculte a Lua, nese H R e
intre os tamafios aparentes do circulo e da Lua son iguais.

Diamelro Lia

Distancia Lua/olle

diamcirculo _ dist.circulo/ollo b dist.Lua/ ollo = 390.000 km

diam.Lua dig.Lua/ollo
O tamafio do Sistema Solar: distancia Terra-Sol
Novamente foi a xenialidade de Aristarco a que, por primeira vez que nos saibamos, desenvolveu un método
correcto para medir a distancia Terra-Sol.

Aristarco decatouse de que cando a Lua esté en carto
crecente ou en carto minguante, a Terra, 0 Sol e a Lua;

forman os vértices dun triangulo rectangulo. ' 00’4
Avristarco obtivo un valor de 87° 8 para un &ngulo 8Z;§F\
agudo dese triangulo, o que permite calcular a . ﬂ;’
distancia Terra-Sol: Terra &

cos(@87°8') = —390'000 =005pb d= —390'000 » 8.000.000 km
d 0'05
Grecia Clasica Actualidade
Diametroda Terra  13.000 km 12.756 km
Diadmetro da Lua 3.250 km. 3.476 km.
DistanciaTerra-Lua 390.000 km 384.400 km
Distancia Terra-Sol  8.000.000 km 150.000.000 km.

recollidas moito despois nun mapa por Toscanelli, mapa que seguramente tifia Colon, e que utilizou para demostrar a
viabilidade da sua viaxe as Indias seguindo 6 Sol, pero esta é outra historia.

3 Aristarco foi outro dos grandes cientificos da antiguedade. Sostifia que o Universo era moito maior do que se pensaba, que
as estrelas eran soles distantes e que, como o Sol, estaban fixas; que a Terra xiraba 6 redor do Sol nun circulo enorme e as
estrelas estaban a unha distancia moito maior.
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Exereicios ¢ aetividades

1 Tendo en conta que designamos con letras mailisculas 6s angulos, coa mindscula
correspondente o lado oposto e que para a hipotenusa utilizamos sempre a h, resolve os
seguintes tridngul os rectangul os.

a) A=45°,a&10m. b) B=30°% h=20 m.
c) A=60° b=10m. d a&4mb=3m,h=bm

2 Unrapaz estaavoar un papaventos. Por efecto do vento, a corda forma un angulo de 60°
coa horizontal. Sabendo que a corda mide 50 m ¢a que atura voa o papaventos?

@

Un edificio proxecta unha sombra que mide 12’5 m cando os raios do Sol inciden cun
angulo de 60° en relacidn & horizontal. ¢Cd é adturado edificio?

4 Canto mide o lado dun pentégono regular inscrito
nunha circunferenciade lado 5 cm.?

No mapa da figura, ¢podemos ver o punto A desde
0 punto B?

¢ |

&é Di atradicion que Galileo estudiaba 0 movemento
dun solido en caida libre deixando caer pedras
desde o0 dto da Torre de Pisa. Se a Torre ten unha escaleira con 280 escaléns de 20 cm
para chegar 6 cumio e as pedras que tiraba Galileo caian a4'2 m dabase da Torre. ¢Que
inclinacion ten a Torre?

Seccdo 1:28.020

7 ¢Untridngulo de lados 24, 12 e 16 é seméllante a outro
delados 18, 12 e 9?7 Xustifica a resposta

8 Dunha viaxe a Tailandia, Carolina trouxo a foto que
aparece na figura e quere descubrir a altura do Buda
gue aparece nela (incluida a cabeza). Se Carolina
mide 1' 7 metros de altura ¢podes dicir cal é a atura
do Buda?

9 Estudiaseotriangulo delados 8, 6 e 10 é rectangulo.

10 Cdcula os lados e angulos que se

indican con letras nos seguintes N y § 5%
tridngul os rectangul os: 109 X 20, \ |20
30 90, 0 40 A 9
y z X

11 Desde aterraza da slia casa, Pepifio ve
0 Seu can 6 outro lado darda, cun angulo de 35° en relacion avertica. Seardaten 15 m
de ancho ¢Cal é adturadaterraza da casa de Pepifio?

Exercicios trigonometria 15



12 Dous lados dun triangulo miden 15 e 11'5 e o angulo que forman mide 40°. ¢E un
triangul o rectangulo? X ustifica a resposta.

13 Cad éo volume dun tetraedro de 4 metros de aresta.

14 Nunha estrada aparece unha sinal oL 15m

de 8% de pendente, o que quere

dicir que, percorrendo 100 m pola v

estrada, adturavaria8 m. ¢Ca éa

inclinacion, en graos, desa estrada? 15 m™m
15 Cadculaosdatos que se indica nos tridngul os rectangulos da figura:

O lado da base da piramide de Keops mide 227 m e a aresta lateral 212 m. ¢Cal é aaltura
dapirdmide? ¢E ainclinacion das slias caras?

—
O

17 Paa as razdns trigonométricas da maioria dos angulos empréganse aproximacions sen
embargo, € posible calcular con total exactitude as razons dalgins angulos mediante
triangul os rectangul os tedricos:

a) Cadculaasrazéns de 3° e 60° a partir do triangulo rectangulo que se obtén 6 trazaa
altura dun tridngulo equilatero.

b) Cdculaasrazons trigonomeétricas de 45° a partir do tridngulo obtido 6 trazala diagonal
dun cadrado.

18 O senodun dngulo é 0’6, calcula o seu coseno e a stia tanxente. ¢Hai méis dunha solucion?

1% Calculaos angulos comprendidos entre 0° e 360° que tefian coseno é igual a tanxente.

2() Sabendo que cos(A)=-0'6 e que 0 A é un angulo do segundo cadrante, calcula:

a) OsenoeatanxentedeA. b) ¢Enquecadrante etd90-A? ¢) cos(A+90)

d) ¢Enquecadrante esta180-A? €) sen(90-A) f) ¢En que cadrante estd 450+A7?
g) sen(180-A) h) cos(90-A) i) ¢En que cadrante esta 180+A?
j) cos(180-A) k) ¢Enquecadrante estd A+90? 1) sen(180+A)

, 1
21 Atopatddolos dngulos A comprendidos entre 0° e 360° que cumpran: sen’(A) = >

2% Atopatodolos angulos A entre 0° e 360° que cumpran as seguintes condicions:

a) sen(A)=1 b) cos(A)=—1 c) sen(A)=0'5
d sen(A)=- g e) tan(A)=% f) sen(A)+cos(A):%
9 sen(A)=2cos(A) ) sen(A)+cos(A)=+2 ) tan(A)=2-cos(A)

23 Desde os extremos dun tinel, rectilineo e horizontal, vese o cumio do monte con angulos
de 15° e 10°. Se adtura do monte desde o nivel do tlinel é de 560 m ¢Cal € alonxitude do
tind?
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Un avién achégase 6 aeroporto de Labacolla. O angulo que forma a visua 6 avién en
relacion & horizontal desde a torre de control é de 5°. Despois de percorrer 5 km en
direccién a torre, o angulo pasou a ser de 10° ¢A que atura voa o avién e ca é a 9a
distancia atorre no primeiro intre?

25 A funcion f(x)=2x-6 ten por gréfica unha recta.

24

30

a) Atopaas coordenadas dos puntos onde esa recta corta s eixes de coordenadas.
b) Representagraficamente esafuncion.
¢) Medimos a inclinacion dunha recta polo angulo que forma co eixe X. ¢Ca € a

inclinacién desarecta?

Calcula a tanxente dese angulo ¢Qué relacion ten coa férmula de f(x)? ¢Coidas que esa
relacion é casua ? Xudtifica a resposta.

Un tridngulo ten dous angulos de 40° e 30° respectivamente. O lado comin & dous
angulos mide 20 m. ¢Canto miden os outros dous lados do tridngulo?

¢Pode existir un triangulo que tefia por lados 10, 9 e 20 metros? ¢Qué condicions tefien
gue cumprir tres segmentos para que podan ser os lados dun triangul 0?

Resolve, cando sexa posible, os seguintes triangulos:

a &12m,b=9m. A=30° b) &a20m, B=40°, C=120°
¢ a12m,b=9m, C=30° d a20m,b=20m,C=30m
€e) a=25m, B=40°, A=60° f)  A=50°, B=110°, C=30°

Resolve o triangulo que ten base 15 m, atura 12 m e o angulo oposto & base é de 30°.

Problema: Dado un triangulo rectdngulo calquera, demostra que o centro da circunferencia
circunscrita 6 tridngul o esta sobre a hipotenusa.

Exercicios trigonometria 17



