Unidade 7: FPuneions elementais

Funciéns polindmicas.

Funcidns racionais.

Funcidéns exponenciais e logaritmicas.
Funciéns trigonométricas.

. Funcioéns a trozos.

Outros tipos de funcions: paramétricas.
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Introduceion

Funciéns

O concepto de funcién como relacion entre magnitudes é moi antigo: os matematicos gregos sabian
que a lonxitude dunha circunferencia obtense multiplicando o seu didmetro pola constante p, Galileo
descubriu que o0 espacio que percorre un corpo o caer € igual 6 cadrado do tempo multiplicado por 5, efc.

Sen embargo, o xeito de expresar esa relacion, a notacion, cambiou moito co paso do tempo: na
antiga Grecia preferian facer relacion a conceptos xeométricos (a funcion de Galileo expresariana dicindo
que a lonxitude percorrida polo mébil é cinco veces a area dun cadrado de lado igual 6 tempo) e sé coas
aportacions de Descartes empezouse a utilizar férmulas tal como hoxe as entendemos.

A invencion das férmulas e do calculo simbdlico foi un longo proceso que fixo posible as actuais
Matematicas e, 0 mesmo tempo, algo que por ser totalmente cotia non se valora como merece.

Actividade: Aplicando a Lei dos Gases Perfectos, atopa a formula que describe o volume que ocupa
1 mol de H, atemperatura normal segundo a presioén.

Actividade: Unha cepa bacteriana reprodlcese por biparticion de xeito que, cada dia, duplicase o
ndmero de individuos. Atopa a férmula da funcién que describe o nimero de individuos segundo o
tempo dun cultivo formado por 150000 bacterias desa cepa.

Actividade: As substancias radiactivas  desi ntégranse
(transférmanse noutras e en enerxia 6 emitir radiacions) de xeito que,
cada certo tempo chamado periodo de semidesintegracion, a
cantidade de substancia redlicese a metade.

Dispofiemos dunha mostra de 4 g dunha substancia con periodo
de semidesintegracion de 1 ano, atopa a férmula da funcién que
describe a cantidade desa substancia que hai na mostra segundo o
tempo.

Actividade: un motor de eplosion ten un ciguefial cun radio de
10 cm e unha hiela de 20 cm de lonxitude. Atopa a férmula da
funcion que describe a altura do pistén segundo o radio de xiro do
ciguefial.
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Funeions elementais

Funcidons elementais

Diremos que unha funcion é elemental cando ven descrita por
unha férmula simple.

As funciéns elementais son continuas e derivables as veces que
se queira en todolos puntos do seu dominio. Faremos un estudio
das mais significativas.

Funcions polinomicas

Son funcions que tefien por férmula un polinomio, € dicir, que as
Unicas operacions que lle afectan a variable independente son
productos, potencias de expofiente natural e sumas.

O dominio das funciéns polinbmicas é todo R e non tefien
asintotas de ningun tipo.

Desempeiian un papel fundamental porque podemos aproximar
calquera funcion, coa exactitude que desexemos, utilizando funcions
polinébmicas.

Para representar graficamente as funcions polinbmicas é
fundamental estudiar crecemento, extremos relativos e tamén a
paridade do expofiente do termo de maior grao.

Funciéns de grao 0, f(x)=a: O valor da funcién non varia 6 variar X,
polo que reciben o nome de funcions constantes.
A grafica é unha recta horizontal que corta 6 eixe Y no

punto (0,a).

Funciéns de grao 1, f(x)=ax+b: Son as funcions que describen
unha maior cantidade de fendmenos fisicos.

A sua grafica é unha recta crecente, cando a>0, ou decrecente
se a<0.

O coeficiente a determina a inclinacion da gréfica e o b a
ordenada na orixe.

En ocasions, cando cofiecemos dous valores dunha funcion e
gueremos calcular un terceiro, aproximamos a funcién cunha funcion
de grao 1. Este procedemento cofiécese como interpolacion lineal
(cando o valor descofiecido esta entre os cofiecidos) ou
extrapolacion lineal (se o valor a calcular esta antes ou despois dos
cofecidos).

Exemplo: Sabendo que tan(30)=0'5774 e que tan(45)=1 calcular,
aproximadamente, tan(42) (interpolacion) e tan(50) (extrapolacion).




Solucién: Aproximamos a funcién tanxente pola recta (funcién de grao 1) que pasa

polos puntos (30,0'5774) e (45,1).
f(x,)- f(x 05774- 1
f(x) - f(xl)=%(x - %) ® f(x)- 1:w(x- 45)

f(x) = 002817x - 0'2678

Osvalores que obtemos son:

10 y=tan(x)

tan(42) » 0'02817 x42 - 0'2678 = 0'9153
tan(50) » 0'02817 x50 - 0'2678 = 11407

Osvaloresreais eran tan(42)=0" 9004 e tan(50)=1'1918

Funcions de grao 2, f(x)=ax’+bx+c: E unha funcion par. A sta

grafica € unha parabola e, polo tanto, simétrica en relacion a un eixe
vertical que pase polo vértice. Os valores da funcién coinciden a

ambolos dous lados do vértice.

tan(45) |
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Se a>0 é concava cara arriba e ten un minimo absoluto na

abscisa correspondente 06 vértice.
Se a<0 é concava cara abaixo e a funcidon ten un maximo

absoluto na abscisa correspondente 0 vértice.

Exemplo: Atopao maximo dafuncion f(x)=-2xC+6x-1
Solucién:  Sabemos que nos extremos relativos, en particular nos maximos, a
derivada é 0, polo tanto:

fEX)=-4X+6® -4x+6=0P X ='—4

=15

Temos que comprobar se efectivamente € un méximo e, para facelo,

estudiamos o crecemento 6s dous lados do punto:
le.5:}f‘(1)=-4><1+6z2 >0b f(x) crece U éximo
7f€¢2)=-4+6=-2<0Pb f(x) decrecek’,
Como a funcion pasa de crecente a decrecente, ten un maximo relativo en
x=1'5 que, por tratarse dunhafuncién de grao 2, tamén é absol uto.

Funcions de grao 3, f(x)=ax*+bx*+cx+d: E unha funcion impar. A
gréafica é pode ter dous extremos relativos (un maximo e un minimo)
ou un punto de inflexion como sucede, por exemplo, coa funcién

f(x)=x.

Estas funcidns cofnécense tamén como “cubicas”.

Exemplo: Fai as gréficas das funcionsf(x)= - X e g(x)=x- 12x+2.
Solucién: Estudiamos o crecemento e os extremos e logo construimos unha tdboa de

valores de cada unha das funciéns.
f¢x)=-3x°® -3x?>=0P x=0
N a2 .
« :OiifQ )= 3( 1) 3<0P f(x) decrecey Inflexion
11€3) =-3x3%=-27<0b f(x) decrece }
En x=0 hai un punto de inflexion con tanxente horizontal .
g€x)=3x%-12® 3x?-12=0pP x=+2
. ol AR o= "
= _2’I[g((—3) —3( 3) 12=15>0pb f(x) crecey MAXimo
f9%0) =307 - 12=-12<0P f(x) decrece}
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1g‘€0) =-12<0Pb f(x) decrece
19‘(3) =3x32-12=15>0P f(x) crece
g(x) ten un méximo relativo en x=-2 e un minino relativo en x=2.

z Minimo

Grao maior de 3, f(x)=a,x"+...+a;x+a,: A sla funcién derivada é un
polinomio de grao n-1 que pode ter n-1 raices. Polo tanto a funcion
pode ter hasta n-1 extremos relativos.

Para debuxar a sua grafica € fundamental ter en conta a
paridade da funcion.

Funcidnsracionais

Son as funcibns que tefien por formula un cociente de
polinomios.

Caracterizanse porque poden existir nUmeros reais que non
pertenzan o seu dominio (as raices do denominador) e, polo tanto,
poden ter asintotas verticais.

En parte, a sua grafica sera semellante & do polinomio de grao a
diferencia entre o grao do numerador e do denominador agas pola
existencia de asintotas verticais e extremos.

Grao do numerador € menor co do denominador, 6 eixe X é unha
asintota horizontal.

Graos _iguais, aproximarase a unha recta horizontal (hai unha
asintota horizontal).

Grao do numerador unha unidade maior co denominador, a
grafica aproximarase a unha recta con pendente distinta de 0
(asintota oblicua).

Grao do numerador 2 mais co denominador, aproximarase a unha
parabola (non ten asintota oblicua nin horizontal).

Exemplo: Dadaatuncion: f(x) - 2X* 2
x<-1

Estudiacal é o seu dominio, comproba se ten asintotas e debuxa a stia grafica.
Solucién:  En principio non poden pertencer 6 dominio da funcién as raices do
denominador, xa que non podemos dividir entre 0.

-1=0Pp x =+1b Dom f =R - {+1}
O dominio son tédolos nimerosreaisagaso 1 e o—1.
Para que unha recta x=a sexa unha asintota vertical é necesario que x=a non

pertenza 6 dominiodafuncion e que |im f(x) = +¥
x®a
. 2X+2 O . 2X+2 2(x +1] . 2
X=-1® lim X —® lim X = lim (X ) = lim =-1
x@-1x2.1 0 x@-1x2-1 x@-1(x+x-1) x@-1x-1

A rectax=-1 non é unha asintota vertical dafuncién.

A rectax=1 é unha asintota vertical.
Sabemos que arectay=0 (eixe das X) € unhaasintota horizontal.



Antes de darlle valores, estudiamos 0 crecemento e os extremos relativos.
Dado que en 1 e en —1 non existe funcion, debemos engadir eses valores 6s posibles
extremos para estudiar o crecemento.

) = 2x? - 1)- (ox+2)sex _ - 2x2- ax- 2

o N

Os posibles extremos son 0s puntos que anulan a derivada:

- 2x%-4x-2=0b x = 4447 - 4x- 2| 2) -1
2¥- 2)
O Unico posible extremo é x=—1, que non pertence 6 dominio. A funcion non
ten extremos relativos. Estudiamos o crecemento:
(-¥,-1): f'(-2)=-0"2<0, f(x) decrece.
(-1,2): ' (0)=-2<0, decrece.
(1,+¢): f'(2)=2<0, decrece.

3

Exemplo: Dadaafuncion: f(x) = =
X- 2
Estudia cal é o seu dominio, comproba se ten asintotas e debuxa a stia grafica.
Solucién: Non poden pertencer 6 dominio dafuncién as raices do denominador.
x-2=0pb x=2b Domf=R-{2}
O dominio son tédolos nimeros reais agas o 2.
Estudiamos se ten asintotas:

XS

. 8
lim —=+¥
x®2x-2 0
A rectax=2 é unhaasintota vertical.

Estudiamos o crecemento e 0s extremos rel ativos e damos val ores:
32 x- 2)- x¥x_ 2x3 - 6x?
(-2 -2
2x3-6x2=0p 2x2%(x-3)=0b fx* =0p x=0
tx-3=0pP x=3
Os posibles extremos son x=0 e x=3. Estudiamos o crecemento:
(-¥,0]: '(-2)<O0, f(x) decrece.

f¢x) =

f
[0,-2): f(1)<0, decrece. 2 1807
(-23]: f'(2'5)<0, decrece :1 o

[3,+¥): f'(4)>0, crece.

En x=0 hai un punto de inflexion con tanxente 2 (i
horizontal e en x=3 hai un minimo relativo. 25| 312

A hora de facer a gréfica ten en conta que a diferencia o7
de graos € 2, polo que a grafica semellara unha parabola. 4| 2

Exercicios: Debuxa as gréficas das seguintes funcions, estudiando o dominio,
asintotas, crecemento e extremos.
X-1 X2

a) f(X):X—+1 b) g(x)=X+2

Funcions periodicas

Na natureza € frecuente que un fendmeno se repita
ciclicamente: As subidas e baixadas do nivel do mar, a duracién do
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dia 6 longo dun ano, 0 movemento das estrelas no ceo, a posicién
dunha particula que vibra.

Para a descricion dalguns destes fendmenos utilizanse as
funcions periédicas que, do mesmo xeito que os ciclos da natureza,
repiten os seus valores de xeito periddico.

Funciéns periddicas son, por exemplo, 0 seno , coseno e
tanxente utilizando o angulo como variable independente.

Esas funcions reciben o nome de funcions trigonométricas.

Se ben podemos seguir utilizando os graos como unidade de
medida para a variable independente (0 angulo) resulta moito mais
operativo medir os angulos nunha nova unidade que chamaremos
radian.

Radians

Para medir angulos trazamos unha circunferencia de centro no
vértice do angulo.

Esa circunferencia dividese en 360 partes, cada unha é 1 grao,
gue a sua vez se divide en 60 partes, minutos, que a sua vez se
divide en outras 60 partes, segundos.

E un sistema que se basa no sistema de numeracion
sesaxesimal da babilonia de fai 3000 anos.

Outro xeito de medir angulos é, en lugar de dividir a
circunferencia en partes, medir 0 arco que abarca ese angulo.

Un angulo de 1 radian é o que abarca un arco de igual
lonxitude co radio.

A medida dun angulo, en radians, sera a lonxitude do arco que
abarca dividido polo radio. E mais doado se a circunferencia é de
radio 1 (trigonométrica) pois, nese caso, hon é necesario dividir.

Deste xeito, medir &ngulos equivale a medir lonxitudes.

Podemos transformar facilmente graos en radians e viceversa
con so ter en conta que o arco que abarca un angulo de 360° é unha
circunferencia e a sla lonxitude € 2p. Polo tanto 180° equivalen a p
radians, a proporcion debera ser a mesma en calquera angulo:

radians _ p
graos 180

Exemplo: Calculemos a derivada da funcion seno en x=0 (0 é o Unico angulo co
mesmo valor en graos e en radians) utilizando as duas unidades de medida, graos e
radians.

Solucién: Obtemos un limite que no presente curso non podemos calcular
alxebricamente, pero si podemos intentar obter o seu valor mediante aproximaciéns
(asegurate de por a calculadora no modo correspondente a cada unha das unidades:
DEG paragraos e RAD pararadians):

sen¢0) = lim sen(x) - sen(0) — im sen(x)
X® 0 x-0 x®0 X




En radians

50 0'0174311 004 0'999733
1° 0'0174524 0'009 0999986
001 00174532 0’00009 0999999
X sen{0)=cos(0) =1
sen¢0) =P ;:gg(o) (0)=cos(0)

Funcidns seno e coseno

O seno e o coseno son as funcions periodicas mais simples.
Utilizanse para a descricion de todo tipo de fendbmenos periddicos, en
especial os que en Fisica reciben o nome de movementos
harmonicos.

Podemos estudiar o crecemento e os extremos da funcion seno
(e da coseno) utilizando a circunferencia trigonométrica:

[0,p/2]: A funcion seno crece.

[p/2,p]: Decrece.

[p,3p/2]: Segue decrecendo (valores cada vez mais negativos).
[8p/2, 2p]: Crece.

En p/2 hai un maximo e en 3p/2 un minimo.

As graficas do seno e do coseno son semellantes (tefien a
mesma forma), en efecto:

Sabemos que o0 seno dun angulo é igual 6 coseno do seu

. . ap 0
complementario e viceversa: sen(x) = cos(;E - X+
e @

Ademais, o coseno dun angulo é igual o coseno do seu oposto:
cos(X)=cos(-x).

Obtemos que sen(x) = cosga—) - x2= cosé& - EQ

€2 g e 2g
Esa relacion tradlcese en que as graficas da funcién seno e da
funcion coseno tefien a mesma forma pero unha esta desfasada

en relacion a outra: Cambiar x por X - gequivale a trasladar a

orixe 6 punto EEE,OQ.
€2 g

Exemplo: Os movementos harménicos simples, como os dun péndulo ou a
vibracion producida polo son nunha molécula de aire, para os que se utilizan as
chamadas funciénsdeonda:  f(t)=A-sen(wt+f)

f(t) describe a separacion do mobil da posicion de equilibrio.

A éaseparacion maxima respecto 6 punto de equilibrio.

w € 0 nimero de ciclos que se producen nun periodo de 2p.

fo éafaseinicial, determina o punto onde esta 0 mobil 6 empezar o movemento.

p
decrece 2 crece
sen(x)
P X 0
2p
crece
decrece 3p
2
! y=521x’
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(cos(A).sen(A))

Propiedades do seno e do coseno

Formula fundamental da Trigonometria: sen?(A)+cos?(A)=1
Angulos complementarios: O seno dun angulo € igual 6 coseno do
complementario e viceversa: sen(A)=cos(90-A) e cos(A)=sen(90-A).
Angulos opostos: O Coseno dun angulo é igual o coseno do seu
oposto e o seno dun angulo € igual o do seu oposto cambiado de
signo: cos(A)=cos(-A) e sen(A)=—sen(-A)

O seno e o coseno non son funciéns lineais (o seno dunha suma
non é a suma dos senos dos sumandos) pero existen formulas que
nos permiten calcular o seno e o coseno da suma e da diferencia de
dous angulos a partir do seno e do coseno deses angulos:

Coseno dunha diferencia:

cos(A - B) = cos(A)cos(B) + sen(A)sen(B)
Demostracién: Consideremos os vectores que van da orixe 0s
puntos da circunferencia trigonomeétrica determinados polos angulos
AeB: v= (cos(A),sen(A)) e w= (cos(B),sen(B))

O angulo que forman eses vectores é A-B. Utilizando a formula
para calcular o coseno do angulo de dous vectores e tendo en conta
gue eses vectores tefien médulo 1, resulta:

cos(A - B)= |\1//|—>1XW\7V| =v xw = cos(A)cos(B) + sen(A) sen(B)

Coseno dunha suma:

cos(A +B)=cos(A)cos(B)- sen(A)sen(B)
Demostracién: Substituindo B por —B na férmula anterior e tendo en
conta que cos(-B)=cos(B) e sen(-B)=-sen(B) e resulta:
cos(A - B) = cos[A - (- B)] = cos(A)cos(— B) +sen(A)sen(— B) =

cos(A)cos(B) - sen(A)sen(B)

Seno dunha suma:

sen(A + B) = sen(A)cos(B) + cos(A)sen(B)
Demostracion: Utilizando que sen(A)=cos(90-A), obtemos:

sen(A +B) = cos[90 - (A+B)]=cos|(90- A)- B| =
cos(@0- A)cos(B) +sen(90 - A)sen(B) = sen(A)cos(B) + cos(A) sen(B)

Seno dunha diferencia:

sen(A - B) = sen(A)cos(B)- cos(A)sen(B)
Demostracion: Substituindo B por —B na férmula anterior:
sen(A- B) = sen[A + (- B)] = sen(A)cos(— B) + cos(A)sen(- B) =
sen(A)cos(B)- cos(A)sen(B)

Funcién tanxente

A diferencia do seno e do coseno, o dominio da funcion tanxente
non é todo R.



Non hai tanxente cando o coseno € O:
B
2 202 27 27 2

Neses puntos a funcion tanxente ten unha asintota vertical, por

exemplo en p/2:

iim(tan(o) = lim 200 -1
@ «@P cos(x) O
2 2
Propiedades:

Tanxente dunha suma:

tan(A) + tan(B)
1- tan(A)tan(B)

tan(A + B) =

Tanxente dunha diferencia:

tan(A) - tan(B)
1+tan(A)tan(B)

tan(A- B) =

Funcions exponenciais

En moitos fendmenos reais atopamonos con funciéns que
aumentan ou dimintden proporcionalmente 0s seus valores. Por
exemplo a poboacion, a desintegracion radiactiva, 0 interese
composto, a inflacién, etcétera.

Problema: chamase periodo de semidesintegracion dunha substancia radiactiva
6 tempo que tarda en reducirse a metade unha certa cantidade desa substancia. O
periodo de semidesintegracion é unha caracteristica de cada substancia radiactiva
asi, por exemplo, o periodo de semidesintegracion do Cy4 € de 5570 anos.

Medindo o contido de Cy4 que conserve un fésil podemos saber a slia
antigliidade, pois mentres o organismo estaba vivo, recuperaba o G4 que se perdia
por desintegracion pero 6 morrer o G4 Xa hon se renova e vai devecendo pouco a
pouco.

Un fésil contifia, cando se formou, 3 g de Cy4
a) Atopaafuncion que describe o contido de Cy4 do fésil.

b) Senaactualidade contén 0’04 g de C,4 ¢Cal é astiaidade?

Solucion: a) Sabemos que cada 5570 anos a cantidade de Cy redlcese a metade.
Podemaos construir unhatéaboa con algins valores desafuncion. Consideramos cada
unidade de tempo como un periodo de semidesintegracion.

Ese tipo de funcions coa variable independente no expofiente reciben o nome
de funcions exponenciais.

b) A idade sera o tempo que tarda a funcién que describe a cantidade de Ci4 en
acadar o valor 0'04:
X X
29 ~00ap B9 =00133
e2g e2g

Como non coflecemos a operacion inversa a “elevar a x”, non podemos
despexar a x nesa ecuacion. Si podemos buscar unha solucidn aproximada coa
axuda dunha cal culadora:

4 .8 .6 7
9 -o063 Z2 =00030 &2 =0015 B2 =0007® x » 6
e2g e2g e2g e2g

Tempo en
periodos Cia
0 3
1 3 ><l =15
2
2
1
2 15 %= =3 >q"§ei9
2 e2g
X
x er
e2g
Tempo
en anos Ca
0 3
1
5570 3x==15
2
2
11140 |y5x= =3 >€~e_12
e2g
X aégssm
e2g



O fé6sil ten unha antigiiidade aproximada de 6-5570=33420 anos.
Se consideras anos como unidade de tempo, a funcidn seri soamente un pouco
mais complicada.

Sempre que a variacion da funcién sexa proporcional o seu
valor, como sucede no problema anterior, tratarase dunha funcién
exponencial: f(x)=k-a™. (a>0)

Caracteristicas:

O dominio dunha funcion exponencial é todo R.

Son crecentes (se a”>1) ou decrecentes (se a°<1).

Non tefien extremos.

O eixes X é unha asintota horizontal.

Se dividimos valores dunha funcién exponencial correspondentes

a valores de x cunha separacién constante s, o resultado tamén é

constante:

f(x +s)

f(x) exponencial b
(x) exp 00

=cte, calquera que sexa x

Demostracion:

f(X +S) ~ kxab(x+s) _ ab(x+s) _
f(X) h k>®.bx - abx -a
Esta propiedade permite determinar se unha serie de valores
dunha funcién corresponden a unha funcién exponencial.

Ex'emplo: O nimero estimado de
pitas do monte en Galicia en diferentes
anosfoi:

Estudia se 0 nimero de pitas do monte ven dado por unha funcién exponencial
e, en caso afirmativo, atopa a staférmula.
Solucion: Dividimos os valores da funcién correspondentes a valores de x tomados
de5enb.
fQ _ 768 _oe £(2) _576 _, f(3) _ 432 _ f(4) _ 324 _

= = 22 2D _g75 X2 29 _g75 2 222 _g75 A
f(0) 1024 f() 768 f(2) 576 f3) 432

bx+bs-bx — 5bs — ~ta

anos 0(1990) 1 2 3 4
pitas [1024 768 576 432 324

funcion é exponencial, astiaformulaé: f(x) =1024>075%
Se toméasemos os datos de, por exemplo, 2 en 2, teriamos.

@:ﬂ: ' @:ﬁ: ' @:ﬂ:o'%%
f(0) 1024 f(2) 576 f()) 768
X 1
A formulaseria:  f(x) =1024 X0'5625 2 onde 0’5625 2 =0'75

Podemos escribir a formula dunha funcién exponencial con
calquera base maior de O pero a base mais natural € un niamero
irracional e=2'71828182845... (cando o expofiente é complicado,
as potencias dese numero poden calcularse aproximando os
seus valores mediante sucesions sinxelas). Ademais, a funcion
exponencial de base o numero e ten a derivada mais sinxela das
funciéns exponenciais, a propia funcién (e*)'=e* (é a Unica funcién
gue coincide coa sua funcion derivada).
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Chamamos exponenciais estandar as que tefien base o nimero
e: f(x)=k-e™.

Exemplo: No exemplo anterior, a formula da funcion en forma estandar seria

N | x

f(x) = 1024 x0'56252 =1024 xe™ 0287

Funcionslogaritmicas

Son as funciéns inversas das exponenciais e definense a partir
delas: log,(M)=mU a™ =M (a>0) -~ o logaritmo é o expoiiente

Historicamente foron utlizadas para realizar facilmente
operacions complicadas (potencias, raices, productos e cocientes)
pero, despois da xeneralizacion do uso da calculadora, solo se
utilizan para a resolucién de ecuacions exponenciais e para describir
alguns fenomenos fisicos (crecemento dos seres vivos por exemplo).

Utilizanse logaritmos en base o numero e (logaritmos neperianos
ou naturais), Ln, e logaritmos en base 10, log.

Caracteristicas:

O dominio das funcions logaritmicas son 0s numeros

estrictamente positivos (maiores ca 0), e tefien unha asintota

vertical en x=0.

Son estrictamente crecentes se a base € maior que 1, ou

decrecentes se é menor.

A slta grafica é simétrica en relacion a recta y=x da

correspondente a exponencial da mesma base.

Propiedades: O ser a funcién inversa da exponencial, o logaritmo
herda moitas das propiedades das potencias:

Logaritmo de 1, en calquera base, 0: log,())=00 a°=1

Logaritmo dun producto, € a suma dos logaritmos dos factores:
log, (M>N) =log, (M) + log, (N)

m=loga(M)U a™ =M{
n=log,(N)U a" =N i;
Dado que o logaritmo en base a dun namero € o expofiente 0 que

debemos elevar a para obter ese niumero, resulta:
log,(M>XN) =m +n

Logaritmo_dun_cociente, € o logaritmo do numerador menos o
logaritmo do denominador.

Demostracion: MxN=am xq" =am*"

aM o
log, %NE,: log, (M) - log, (N)

11

O logaritmo en base
a dun nimero M é outro
ndmero m tal que &' é

igualyg

M

y=log (x)
a>1




m=log,(M) U a™
n=log,(N) U a" =

M
Demostracion: ﬁ

N
Polo tanto: Iogaé%lg: m - n=log,(M) - log,(N)
a

Logaritmo dunha potencia, é o expofiente polo logaritmo da base.
log, (Mr)zr Xog, (M)

Demostracion: m=log,(M)U a™ =M® M' :(am)r =a™0 a™ =M

Polo tanto: log, (Mr ) =r »m =r xog,(M)

Exemplo: Determinar a idade do fésil do problema anterior. Atopar a férmula

estandar dafuncion que describe o contido de Cy4 segundo o tempo.
Solucion: Empregaremos logaritmos neperianos (base €). Debemos resolver a

X
ecuacion: 8912 =00133
e2g
WD . .
|n%‘ig (1=In(00133) %9 Y5A@ x = 2= 1n(00133)
2oy s

_ In(00133)

x{In(1)- In(2)] =In(00133) ® x e - 6'2324 periodos

Polo tanto, aidade do fésil ser& 6'2324:5570=34714 anos
Para atopar aférmula estandar pofiemos %2 en forma de potenciade e:

. R , 1 | .
8%19:-0'6931u e'°6931:§® f(x):3><(e'°6931)x =35 9693%  onde o
e< g

tempo esté en periodos de semidesintegracion e f(x) en gramos.

In

Derivadas das funcions elementais

DERIVADAS ELEMENTAIS

funcién derivada regra
Sen(x) COS(X) A derivada do senode x é o
coseno de x
cos(x) —sen(x) A derivada do coseno de x é
menos seno de X
tan(x) 1 Derivada da tanxente € o
=1+ tanz(x) inverso do coseno 6 cadrado
c032 (X) ou tamén 1 mais a tanxente 6
cadrado
e* et A derivada da exponencial en

base é é ela mesma

a¥ Ln(a) .a* Derivada da exponencial en
base a é ela mesma
multiplicada polo logaritmo
neperiano da base

Ln(x) A derivada do I’ogaritmo
neperiano de x é 1 partido
por x

X | =

12



En moitas ocasions, en lugar de x aparece unha funcién u, neses

casos as derivadas son:

| DERIVADAS ELEMENTAIS \

funcion derivada
sen(u) cos(u)-u’
cos(u) —sen(u)-u’
tan(u) u_zﬂ _ [1+ tanz(u)]xuﬂi
cos”(u)
e" e'-u’
Ln(u) u¢

Funcions paramétricas

O representar graficamente unha funcién obtemos unha curva do
tipo y=f(x) (a segunda coordenada dos puntos da curva obtense
substituindo a primeira na férmula da funcion).

Exemplo: Lanzamos un obxecto cun angulo de 60° en relacion & horizontal e
cunha velocidade inicial de 20 m/s. Supofiendo que o obxecto s se ve afectado pola
gravidade, atopa a funcién que describe altura segundo o tempo e debuxar a gréfica
desafuncion. ¢Cal é asliatraxectoria?
Solucion: No relativo 4 atura, trétase dun movemento uniformemente decelerado
pero debemos calcular a compofiente vertical davelocidade inicial:
vy =20 xsen(60) =17'3 W/
A altura segundo o tempo vira dada polafuncion:
1
h(t) =17'3t - E9'8 xt2 =17'3t - 492
A gréaficadesa funcién é unha parabola concava hacia abaixo cun maximo en
t= E =177 s
98

A pesar do que poda parecer, esa gréfica non describe a traxectoria seguida
polo obxecto sen6n sd como variou a altura segundo o tempo. Para obter a
traxectoria necesitamos outra funcion que describa a 12 coordenada do obxecto

segundo o tempo. Dado que a gravidade non ten compofiente horizontal, a
compofiente horizontal do movemento € uniforme con vel ocidade:

vy =20 x0s(60) =10 M/
A posicién segundo o tempo (traxectoria) ven dada polas funciéns:

13

Grafica altura/tempo

20 Taltura

h(t)=173t - 49t

— tempo

2 4

Fixate que no eixe X
esta representado o
tempo e non a posicion.




Traxectoria do obxecto

r(t)=(10t,17'3t - 4°9t2)

a4 N

20 T

T
20 40
O substituir t por un valor concreto en r(t)
obtemos as coordenadas dun punto da
curva gque corresponde & posicion do
obxecto nese intre.

tanxente

1%
2
29 2

r®)= (x(@).y(®))

X

Candoh tende a0, adireccion
dovector r(t+h)-r(t) tende a
direccion datanxente.

X(t) =10t uP o .
v Posicion segun ootempo.
y(t)=173t- 4'9t23|é

En moitas ocasidons, como na traxectoria do obxecto anterior,
resultan necesario describir as coordenadas dos puntos dunha curva
mediante duas funcions dunha mesma variable (as ecuacions
paramétricas dunha recta son un caso particular).

Podemos considerar un novo tipo de funcion que, a cada valor
da variable, faille corresponder as coordenadas dun punto do plano:
r(t) = (x(®,y(9)

Ese tipo de funcions reciben o nome de paramétricas.

Podemos definir a derivada dunha funcién paramétrica de xeito
semellante & dunha funcion real:

) = fim DO o KRy h) - (().(0)
h® 0 h h® 0 h

Lembra que podemos interpretar as coordenadas dun punto
como as compofientes do vector que vai da orixe a ese punto, polo
gue obtemos:

im L) X0 - YO) _ X+ R) - X)) YN - YOS gy v )
h® 0 h h® 0& h h I}

A derivada dunha funcién paramétrica é un vector:
Direccion: tanxente a grafica da funcion no punto.
Mdédulo: medida da variacién do punto 6 largo da curva en relacion &
variacion de t nese punto.
Se a funcion paramétrica describe a posicion dun maobil segundo o
tempo, a sta derivada nun punto é o vector velocidade nese punto.

Exercicio: Atopa a funcion paramétrica que describe a posicién dun satélite en
Orbita circular a unha distancia de 900 km da superficie da Terra e que completa
unha Orbita cada 12 horas (podes supofier que parat=0 atopabase no eixe X).

Calcula férmula do vector velocidade nun intre calquera da 6rbita dese satélite
e demostra que o seu médulo é constante 6 largo de toda a traxectoria.
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Cintese

Funcions elementais

Unha funcion é elemental cando ven descrita por unha formula simple.
Son continuas e derivables en tédolos puntos do seu dominio.

Funcions polinomicas ‘ J \ ‘
Tefien por formula un polinomio. | \
O dominio étodo R do malor Gra0 6 melor 9160
Non tefien asintotas de ningun tipo. positivo positivo

Grafica: Depende do grao.
Impar: As puntas da gréfica tenden a +¥ pero con signos \ | / |

diferentes.
Par: As puntas tenden a *¥ pero, neste caso, as duas | / \
. Coeficiente Coeficiente
puntas CO mesmo SIgno. de maior grao  de maior grao
positivo positivo

Grao 0, y=a (constantes): A grafica é unha recta horizontal que corta
6 eixe Y no punto (0,a).
Grao 1, y=ax+b: Grafica unha recta crecente, a>0, ou decrecente, a<0.
O coeficiente a determina a inclinacion da grafica e o b a ordenada na orixe.
Interpolacidn e extrapolacion: Aproximar unha funcion cunha funcién de grao 1.
Grao 2, f(x)=ax2+bx+c: A gréfica é unha parabola céncava hacia arriba, a>0, ou é concava hacia abaixo
se a<0
Grao 3, f(x)=ax*+bx+cx+d: A grafica & unha cubica que pode ter dous extremos relativos (un maximo e
un minimo) ou un punto de inflexion.
Grao maior de 3, f(x)=anx"+...+a1x*ao: Pode ter ata hasta n-1 extremos relativos.

Funcidnsracionais
Son as funciéns que tefien por formula un cociente de polinomios.
As raices do denominador non pertencen é dominio.
Poden ter asintotas.
Gréficas:
Grao do numerador menor co do denominador: O eixe X é unha asintota horizontal.
Graos iguais, ten unha asintota horizontal.
Grao numerador unha unidade maior co denominador: Ten unha asintota oblicua.

Funcions periodicas
Funcions que repiten os seus valores de xeito periodico: Seno, coseno, tanxente.
Radians:  Unidade para medir angulos. A medida dun angulo é a lonxitude do arco que abarca ese
angulo na circunferencia trigonométrica.

180
Paso de graos aradians: R = LG G=—R
180 p
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Funcions seno e coseno

Dominio todo R.

Os seus valores estan comprendidos entre—1 e 1.

Tefien periodo 2p.

Agas para 1 e-1, sempre hai dous angulos entre 0 e 2p cun seno ou un coseno dados.

Cada unha ten extremos relativos nos puntos onde a y=seix

L=
outra vale 0. ' \
Graficas: Coa mesma forma pero desprazadas. /\ " /
4 “ < &

Propiedades: \/l \ \/

Formula fundamental da Trigonometria:
sen?(A)+cos?(A)=1
Coseno dunha diferencia: cos(A - B) = cos(A)cos(B) + sen(A)sen(B)

Coseno dunha suma: cos(A +B)= cos(A)cos(B)- sen(A)sen(B).
Seno dunha suma: sen(A + B) = sen(A)cos(B) + cos(A)sen(B)
Seno dunha diferencia: sen(A - B)= sen(A)cos(B)- cos(A)sen(B)

Funcion tanxente
Dominio, tédolos reais agas os que tefien coseno 0:
.3 P P 3 50 7p

2’ 2 20 2 27 2
Neses puntos a ten unha asintota vertical.
Propiedades:

tan(A) + tan(B)
1- tan(A)tan(B)
_ tan(A) - tan(B)
- 1+tan(A)tan(B)

Tanxente dunha suma: tan (A + B) =

Tanxente dunha diferencia: tan (A - B)

Funcions exponenciais

Férmula: f(x)=k a®* con a>0. v y=kd
O dominio dunha funcién exponencial é todo R. a1
Son crecentes (se a?>1) ou decrecentes (se ab<1).
Non tefien extremos. L/
O eixes X é unha asintota horizontal. /
Dividindo valores correspondentes a valores de x cunha separacién constante

s, o resultado tamén é constante:

f(x +s)

f(x) exponencial b
(x) exp 0

=cte, calquera que sexa x

Podemos escribir a formula dunha funcién exponencial con calquera base. Chamamos exponenciais
estandar as que tefien base o numero irracional e: f(x)=k e (e=2'71828182845...).

16



Funcionslogaritmicas

Son as funcidns inversas das exponenciais:

log,(M)=mU a™=M (a>0)
O logaritmo en base a dun numero M é outro numero m tal que a™

éigualaM.

Utilizanse logaritmos en base o nimero e (logaritmos neperianos
ou naturais), Ln, e logaritmos en base 10, log.

Dominio: Os nimeros estrictamente positivos (maiores ca 0),
Tefien unha asintota vertical en x=0.
Son estrictamente crecentes se a base é maior que 1, ou decrecentes se € menor.
A gréfica é simétrica a da exponencial da mesma base en relacion a recta y=x.

Logaritmo de 1, en calquera base, 0: log,()=00 a®=1

Logaritmo dun producto, suma dos logaritmos dos factores:

log,, (M xN) =log,, (M) + log, (N)

y
y=log(x)
a>1
1 /
va
1 X

Logaritmo dun cociente, logaritmo do numerador menos o do denominador.

log,

aM
&N

9= log,, (M) - log, (N)
%)

Logaritmo dunha potencia, expofiente polo logaritmo da base.

log, (Mr)zr %og, (M)

DERIVADAS ELEMENTAIS _

funcion derivada funcion derivada
sen(x) cos(x) sen(u) cos(u) U’
cos(x) -sen(x) cos(u) -sen(u) U’
tan(x) 1 tan(u) u¢

cosz(x) cos? (®)]
e e ev evu’
Ln(x) 1 Ln(u) uc
X
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Ampliacion

Fendmenos periodicos

Chamanse periddicos 6s fenémenos que repiten os seus valores cada certo tempo. Ciclos
bioloxicos, sons, temperaturas medias, mareas, horas de luz diarias durante un ano, movementos dos
astros, glaciacions, etc. son fenémenos periodicos. Os tempo que tardan os seus valores en repetirse
(periodo) poden ir desde as fraccions de segundo ata os milléns de anos

Os fendmenos periddicos sinxelos describense ufilizando funciéns do tipo f(t)=A sen(wt+f)
chamadas funcions de onda.

Actividade: coa axuda da calculadora gréficainvestiga de que xeito inflGen os valores de a, b e ¢ nas
gréficas das funcions do tipo: f(t)=A-sen(w-t+fp) (Podes empezar pola méis sinxelas: A=1, w=1 e f;=0.
Logo cambias A, logow, logo fq e finalmente combinal 0s).

O son

Os sons son fenémenos periddicos producidos pola vibracion dun obxecto (unha lamina metélica, o
ar 6 sair por un orificio, as cordas vocais, etc). Esa vibracion transmitese as moléculas do ar que
experimentan un movemento horizontal adiante e atras producindo compresiéns e depresions, algo
semellante as ondas producidas nun estanque 6 lanzar unha pedra, coa salvedade de que nestas Ultimas
0 movemento das moléculas de auga é en vertical.

Podemos visualizar ese movemento das moléculas que producen os sons coa axuda dun micréfono
e un osciloscopio: O micréfono transforma o son producido pola voz en corrente eléctrica e o osciloscopio
permitenos visualizar as variaciéns desa c orrente.

Observamos que a amplitude correspondese coa intensidade e a frecuencia co ton utilizado.

Os sons que corresponden a una onda mas simple son os das vocais, en especial as pechadas: un
"jiii..." cerrado vémolo no osciloscopio como una onda sinusoidal simple mentres que a forma dun
"aaaa..." corresponde a unha suma de duas funciéns onda.

Tamén se poden obter sons puros soplando nunha botella con auga, variando a altura da auga
conseguimos variar a frecuancia do son.

Una onda curiosa obtense 6 asubiar diante do micréfono, pois a sta frecuencia é moito mas alta ca
da voz e ademais pode apreciarse claramente a existencia dunha onda portadora similar & da emisién de
ondas de radio de Modulaciéon de Amplitude (AM).

RAWﬁ Aﬂﬂﬂ AmﬂhAﬂAA ﬂAAﬂﬂﬂ
~ 1 \]\J\/vvv i vwww




Exereicios ¢ aetividades

1 Debuxa as gréficas das seguintes funcions estudiando o crecemento, extremos, curvatura,
puntos de inflexion:
a) f(x)=-2x+4 c) j(x)=2x>-8x

b) g(X)=3x-4 b) h(x)=-x"+5x+6

2 Sen facer operacions, descubre e explica cal é a grafica que corresponde a cada férmula:

a) f(x)=2x+4 b) g(x)= 2x-1 b) h(x)=-2x+4 C) j(X)=-2x-1
4 4 4
3 3 3 3
2 2
1 1

3-2-1p123 -3¢4-1)01 23

-2 ~2 -2 ~2
3  Sen facer operacions, descubre e explica cal é a grafica que corresponde a cada féormula:
a) f(x)=-x+2 b) g(x)= 0'25x+2 b) h(x)=2x+2 ) j(X)=-3x+2
5 5 5
4 4+
3 3 3+
2 2 "
32f1Jo123 -3-2-101 23

4 sen facer operacions, descubre e explica cal é a grafica que corresponde a cada férmula:

a) f(x)=-x" b) g(x)= 0'25x° b) h(x)=2x" ¢) j()=4x>
6T 6T 6T 6T
4T 4T aT 4T
27T 2T 2T T
s
271 [0 1 2 -2 -1 |0 -2 -1 [0 1 2
2T 2T 21
47T 4T =4
6" -6 -6+ - -

5 Debuxa as graficas das seguintes funcions:
a) f(x) =6x—x" b) g(x):2x3—3x2—12x C) h(x):x3—6x2+12x—8

6 Faia sua grafica das seguintes funcidons estudiando crecemento, extremos, curvatura e
puntos de inflexion.
a) f(x):x4—8x2+ 1

b) g(x)=x"-3x" ¢) h(x)=(x-2)"

7 Debuxaa grafica das seguintes funcions estudiando o crecemento, extremos e asintotas:

) 90 = ) 90 =

8 Debuxaa grafica das seguintes funciéns estudiando o crecemento, extremos e asintotas:

a) f(x) :é
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1 4x+3 4x
b = C X) =
= ) 909 =—— ) 909 =57

a) f(x) =

9 Un satélite ten unha orbita circular a 100 quilémetros de altura sobre a superficie. Se
describe unha 6rbita completa en 3 horas, atopa as funcidons que describen as coordenadas
da posicién do satélite en relacion a uns eixes centrados no centro da Terra supofiendo que
no intre t=0 at6pase sobre a parte positiva do eixe X (radio da Terra 6371 km).

10 Atopa a féormula da funcion correspondente &
grafica da figura sabendo é sinusoidal do tipo
f(x)=a-sen(bx+c).
Esa funcién tamén pode considerarse do tipo
f(x)=a-cos(bx+c). ¢Cal é a sta formula neste caso? / \/ \/ \/

11 O estudiar a luminosidade dunha estrela variable
medironse os valores que aparecen na taboa.
Supofiendo que a luminosidade da estrela ven dada Luminosidade | 3 4 5 4
por unha funcién do tipo L(x)=asen(bx)+c (a, b e ¢
constantes, x o tempo e L(x) a luminosidade), pidese:

a) Calcula os valoresde a, b ec..
b) ¢Cal sera o maximo de luminosidade e cando volvera a alcanzalo?
c) ¢Cal é o periodo da variacion? (tempo que tardan en repetirse os valores).

Tempo (dias) o 1 2 3

12 0 nivel de proxesterona (unha hormona que controla o ciclo menstrual) no sangue dunha
muller ven dado pola seguinte funcién:

p(t) =10 >Geng£t +%9+ 11, t en dias e p(t) p.p.m. de proxesterona en sangie

[7]

a) ¢Cal é o nivel maximo de proxesterona e cando se alcanza?

b) ¢Cal é o nivel minimo e en que dias se alcanza?

c) ¢Canto dura o ciclo completo?

d) Sabendo que a menstruacion prodicese cando o nivel de proxesterona pasa de 8.77
p.p.m. a 1.99 p.p.m. ¢ En que dias se produce?

e) Tendo en conta que a ovulacion prodicese cando a proxesterona chega a 13.2 p.p.m.
¢En que dia se produce?

f) A muller non acostuma a ser fértil cando o nivel de proxesterona é superior a 18.8
p.p-m. ¢En que dias sucede eso?

13 En Mont Saint Michel (na Bretafia) o nivel da marea ven dado pola funcién:
N(t)=8'05-Cos(0'55t+3'14), t en horas, N(t) en metros.
a) ¢Cantos metros varia o nivel do mar nese lugar?
b) ¢Cal é o periodo desa funcion?
c) ¢A que horas a marea esta chea?

14 unha cepa bacteriana eprodlcese por biparticion cada 50 minutos. Atopa a formula da
funcién que describe a cantidade de bacterias dun cultivo de 5000 bacterias segundo o
tempo.

150 plutonio Pu,sg, cun periodo de semidesintegracion de 24360 anos, € unha das substancias
mais perigosas que existen (calculase que inhalar un nanogramo -107° g- pode producir
cancro). Nun bidén de residuos dunha central nuclear hai 10 gr de Pu,3g. Atopa a férmula
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da funcién que describe a cantidade de plutonio segundo o tempo e calcula canto tardaran
en deixar de ser perigosos eses residuos (conter menos de un nanogramo).

16 Nos anos 60 a balea azul estivo a piques de ser extinguida pola caza abusiva. Na taboa
aparecen o numero de exemplares de Apgs | 0 2 4 6 8
balea azul rexistrados en diferentes anos.

a) ¢Podemos considerar exponencial a C2S0S | 6250 5000 4000 3200 2560
funcién que describe a poboacion de baleas azuis segundo o tempo? En caso afirmativo
atopa a sua formula.

b) Supofiendo que a evolucion da poboacién de baleas sega do mesmo xeito (cousa que
non acontece na realidade), ¢ canto tardaria en desaparecer a especie?

17 A pesar dos esforzos da OMS, o ndmero de casos de SIDA no mundo segue aumentando,
en especial nos paises do terceiro mundo. Calculase que na actualidade hai uns 20
milléns de seropositivos que aumentan un 3% cada ano.

a) Constrie unha taboa co nuimero de seropositivos nos proximos 2 anos e atopa a
férmula da funciéon correspondente.

b) Calcula a férmula desa funcién en forma estandar.

c) ¢Cantos seropositivos habera no ano 2010 de seguir a tendencia actual?

d) ¢Canto se tardara en acadar os 40 milléns de seropositivos de seguir a tendencia
actual?

18 un labrego ten maquinaria por valor de 10 milléons de pesetas. Calcula que, cada ano, a
magquinaria perde un 10% do seu valor en relaciéon 6 ano anterior. Pidese:
a) Atopa a férmula da funcién que describe o valor da maquinaria segundo o tempo.
b) Calcula a variacion media anual desa funcién nos préximos tres anos.
c) ¢Canto tardara en reducirse a carta parte o valor da maquinaria?

19 Escribe, en funcion das funciéns trigonométricas de A, as expresions:
a) sen(2A) b) sen(3A) c) cos(2A) d) tan(2A)

20 calcula tédolos angulos entre 0 e 2p que verifiguen as ecuacions trigonométricas:

a) cos(x)=% b) tar(x) =2 c) sen(x)=2cos(x)

21 calcula x nas seguintes ecuacions:

a) cos(2x+p)= % b) tan(x) +cos(2x) = % c) sen(x)+ cos(2x)=1

22 sabendo que l0g;(4) =1262, calcula x nas seguintes:

a) x=log;(36) b) x=log;(2) O x=log 210 d) x=3"%*
s

23 Resolve as seguintes ecuacions e sistemas:
a) 2% +2X"1 4 2X*2 =29 by 5 =390625 c) log(x) +log(50) =10g(1000)

d) 2log(x) - 3log(y) = 7(

2% +2Y =1242§ 3¥+4Y =25
log( x) +log(y) = 1}

e) y 4
2*tY =64 b 33x-2 _ 42y-1 _ 17%

21



24 sabendo que o log,(5)=2'322, calcula x nas seguintes ecuacions:

=1 125 5 - 3x-1 _4
A x=logy2) X=logz§%_5? ¢) x=log,(40/8) d 2%1=42

o
25 Resolve as seguintes ecuacions: a) 32%-5 b) Iog(x)- Iog(22 - x) =1

26 Aplicando as propiedades dos logaritmos, di canto valen as seguintes expresions en funcion
dos logaritmos de a e b:

a) Ln(a >b3) b) 220 c) Ln¥ax
b% g
27 Dadas as seguintes funcions:
y = sen(x) y = sen?(x) y = sen® (x) y = sen’(x)
a) Atopa a sua funcién derivada.
b) ¢Cal sera a funcion derivada de seng(x)?
28 Demostra que a derivada da funcién tan(x) é 1+tan2(x).
29 calcula x nas seguintes ecuacions:
3x-1 _4 1
a) 2%t =42 b) cos(x)ZE c) 32X ==
2 27
~ ol o 1 f)  x é un maximo da funcién
d x= '099855 e) sen(x)= > f(x):x3—12x
0) senz(x)-cosz(x)=1 h) log, (125) =3 i) tan(x)=sen(x)

Problema: Sabemos que a gréfica dunha funcién polindémica de grao dous é unha pardbola e
gue a sUa curvatura (concava hacia arriba ou hacia abaixo) depende do signo do coeficiente do
termo de grao 2. Estudia como pode ser a grafica dunha funcién polinémica de grao 3 e de que
depende o tipo de gréfica

Problema: Demostra que as funcions polindémicas de grao 3 sempre ten un punto de
inflexion.
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