MATRICES E
DETERMINANTES

Programa:

1 O espacio vectorial das matrices nxm.
1.1 Definicién de matriz nxm.
1.2 Tipos de matrices. Matrices cadradas
1.3 Sumade matrices.
1.4 Producto dunha matriz por un namero.

2 Producto de matrices.
2.1 Definicion de producto de matrices.
2.2 Propiedades do producto de matrices.
2.3 Inversadunha matriz cadrada.
24 Célculo damatrizinversa.

3 Determinante dunha matriz cadrada.
3.1 Determinante de orde 2.
3.2 Detrminante de orde 3. Regra de Sarrus.
3.3 Desenvolvemento do determinante de orde n.
3.4 Propiedades dos determinantes.

4 Rango dunha matriz

4.1 Definicion.

4.2 Calculo do rango dunha matriz.
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Matrices

Unha matriz € un conxunto de numeros agrupados en filas e
columnas.

Esa matriz ten 4 filas e 3 columnas (€ de orde 4x3). Cada elemento
da matriz queda determinado pola sua colocacion (o elemento -6 € 0
2,3; 22fila, 32 columna).

En xeral, un elemento dunha matriz designarémolo por g onde i
indica a fila e j a columna. Na matriz anterior ay; = 2'5 e az, =5.

Unha matriz representarémola, de xeito abreviado, por (aij)
nxm

onde n é o nimero de filas e m o de columnas. A matriz anterior sera

(aij)4x3'

Chamaremos diagonal dunha matriz 6s elementos que tefien iguais
os indices do lugar que ocupan: Na matriz A, do primeiro exemplo, a
diagonal esta formada por 1 (elemento 1,1), 0 (elemento 2,2) e /3
(elemento 3,3).

Tipos de matrices

Cadradas: Cando tefien tantas filas coma columnas.

Matriz fila: Cando s6 tefien unha fila.

Matriz columna: Formada por unha soa columna.

Matriz diagonal: A que ten todolos elementos iguais a 0 agas os
da diagonal. Un caso especial de matriz diagonal € a que ten os
elementos da diagonal iguais a 1 que chamaremos matriz
identidade.

Matriz triangular superior: A que ten tédolos elementos situados
por debaixo da diagonal 0.

Matriz triangular inferior: A que ten todolos elementos situados
por enriba da diagonal O.

Matriz trasposta: A trasposta dunha matriz € outra matriz que se
obtén cambiando as filas polas columnas.

Matrices e numeros

Suma de ddas matrices: A suma de duas matrices (aij) e
nxm

(b--) € outra matriz, (a-- + b--) , Na que os elementos son a suma
I nxm 1 I nxm

dos elementos:
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gaml a'mn!.Zl 8bm1 bmnﬂ 8‘3‘m1+b amn"'bmn!.Zl

Para poder sumar duas matrices, tefien que ser da mesma orde e a
matriz suma tera tamén esa orde.

Producto dunha matriz por un nimero: Para multiplicar unha & 06 &6 0606

, ) o -3%-1 3¥=¢3 .97

matriz (aij) por un numero a, multiplicase cada elemento da §5 4; %15 -12;
nxm

matriz polo nimero, a ><(aij) = (a xaij) :
nxm nxm

a&5‘11 .. anpo 8€ﬁ><a11 .. axay 0
a><(a”) axg —:Q —
gaml « Amng 8a>am1 v A Xamn g

As matrices coa suma e o producto por escalares anteriores tefien
estructura de espacio vectorial sobre os niUmeros reais:
1. Asociativa da suma:
(aij)nxm + I.(bij)nxm + (Cij)nxml = (aij) (b + C'l)nxm

ajj + b;; it Cj o = a; +b)+c”nxm:

asociativa dos n® reais
(a * b'l)nxm * (Cij)nxm :d[(aij)nxm * (bij)nxm] * (Cij)nxm
2. Conmutativa da suma:
(a‘l)nxm ( IJ)nxm:(aij +bij)nxm _: ( aIJ)nxm ( 'J)nxm+(aij)nxm

conmutatiada
sumaden®® reais

3. Neutro da suma: O neutro da suma de matrices é a matriz que
ten tédolas stias compofientes O:
(aij)nxm +(O)nxm = (a“ +O) nxm = (aij)nxm
4. Toda matriz ten oposta: A oposta dunha matriz (a”-)nxrn éa

matriz que ten por elementos 0s opostos ( aij)
nxm

) s -1} :(%‘ +('%))m =0l
5. Distributiva da suma de matrices en relacion 6 producto por
escalares:
ol bl |- ), fef,, =
(g +an) =(a), {an), =afa), 2t
6. Distributiva da suma de numeros en relacion 6
dunha matriz por un nimero:

(a+ b))(aij)nxm =(a+n) >aij)nxm = 2y + bxaij)nxm

distributiada
sumaden®® reais

(a "aij)nxm + (b ’aii)nxm =a >{a,-j)nxm +b ’{aij)nxm

producto
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a3 1 560 93 0 _
& 9 Zﬂxg o
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&e6+3+5

A marizA é2x3eaB é3x2 A
matriz producto A-B é 2x2

& 16 06_a2 16
&3 25@ 1y &3 2

20,95 20_284 100
Bl 1,2, 351 155

20@ 2 169
1y 4 174

TR

od 20>§%X1 X,0_ad 00
& 35 X,y &0 1p
4 +2X; =10 = 2
6x,+3x%, =013 %%® 0= 1I
4%, +2x, =0 2 & Y
6X2+3X _11)?/4%%@0 1b

A matriz non ten inversa.

7. Asociativa do producto de matrices e o producto de

nameros:
(@0)Aay),., (afoa))  =adoa)
asociativa

do producto
de n® reais

8. Existencia de unidade no producto dunha matriz por un

1,( ) =(1 ) = ( )

au nxm >G” nxm - au nxm
existencia de unidade
no product o de nimeis

(a>b)>a”)

ndmero;

Producto de matrices

3+0+06 4 36
$4+2742 7+0+0p 93 7p

Definimos o producto de A= (aii)nxm por B = (bii)mxr
matriz, na que o elemento i,j calctlase multiplicando cada elemento da
fila i de A polo correspondente da columna j de B e logo sumando 0s

productos.

como a

A= (aii)nxm ><(b )mXr ga a, >ka

Para poder multiplicar ddas o niUmero de columnas da primeira ten
que ser igual 6 de filas da segunda.

O multiplicar unha matriz de orde nxm e outra de orde mxr, a
matriz producto sera de orde nxr.

r

Propiedades:

Asociativa: O producto de matrices é asociativo.

Neutro: S6 ten senso falar de neutro do producto de matrices no
caso de matrices cadradas. Neste caso, 0 neutro € a matriz

identidade:
& o0 006
Q -_—
. ¢o 1 H
C.. .. N
go 0 lg
Conmutativa: En xeral o producto de matrices non é
conmutativo.

E mais, na maioria das ocasions non ten sentido falar de
commutatividade porque as matrices s6 se poden multiplicar dun
xeito e mesmo cando se poden multiplicar polos dous lados (unha é
de orde nxm e a outra de orde mxn ou cando son cadradas) 0s seus
productos seran, en xeral, diferentes.

Inversa: Novamente s6 podemos falar de inversa para matrices
cadradas.

En xeral unha matriz cadrada non ten inversa.
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Determinante dunha matriz cadrada

Matrices 2x2: Chamarémoslle determinante dunha matriz
cadrada de orde 2x2 & seguinte expresion:
a&y; 3,0

= - b det(A) =
gaZl aAxg

d;; Q| _
=318y, - A8

dp; A

Matrices 3x3: No caso de matrices 3x3, o determinante & mais
complicado:
R a, a430

A=y ay Az
€dz; Qaz2 az3g
det(A) = ajjay,833 + 8183831 * 81835813
- 83182813 - 818833 - 32853877
Para lembrar mais facilmente esa expresion utilizase, entre outros,
a Regra de Sarrus:

Productos positivos Productos negativos

a11 a‘l' 13 d a 2 a13
a 23 as 23
83 85 853 831 d3 28ga3

Para calcula-lo determinante s6 queda suma-los productos.

Caso xeral: Podemos calcula-lo determinante dunha matriz
desenvolvéndoo polos elementos dunha fila ou dunha columna. Para a
columna k seria;

B e Ay e Al
| = a A MAix
ay ... ay .. anl
Onde A, é o determinante da matriz que resulta 6 suprimir en A a
fila i e a columna k multiplicado por (- 1)i+k. A A, chamarémoslle
adxunto de a.

Propiedades dos determinantes

Para simplifica-la notaciobn escribimos algunhas das
propiedades para matrices 2x2 ou 3x3, pero son validas para calquera
matriz cadrada.

O determinante dunha matriz é igual 6 determinante da sla
trasposta: det(A) = det(At)

En consecuancia tédalas propiedades dos determinantes que fan
referencia as filas, tamén son validas para as columnas e viceversa.
Multilinealidade:

Deter minantes.
O concepto de determinante non é
tan “artificioso” como pode parecer.
Queremos atopar un método que
nos permita averiguar se unha matriz
cadrada ten inversa e, en caso
afirmativo, calculaa.
Vexamos como para 0 caso de
matrices 2x2:
A -y, a129 Al= oS X129
21 a'22 ﬂ X21 X22 ﬂ
&y 4, 9?11 X2 9: d 09
gaZl a22@ X21 X22 ﬂ 80 1@
A Xy T aRX,, = 1 LI
81X 1 +8yX,; = 07
Ay Xpp T ApXp, = oY
8,1X1, t8nX, =1p
Dividimos ese sistema en dous
sistemas 2x2 e resolvémolos por
reduccion:
A Xyy TapXy =110
A Xqq T ppXpy = 0%

X5, + 85X, = 0U
QX1 + A Xp0 = 1%

1° Sistema:
(a11a22 . a12a21)xll =&,

(a11a22 : a125321))(21 =-8y

a
_ 2
Xy =
a11855 - 83,85
-ay
X1
8,8, - 8,8y
2° Sistema:

(alla'zz - a128‘21))(12 =-a,
(a'llazz - a12""21))(22 =ay,

-a
Xpp = ————2——
a8, - 8,85,
_ Ay
Xy =
a8 - 88y
Queda:
Al= 1 aa, -a,0

A13y; - Ay 8- an 8y g
Para que esa matriz exista, ten que
ser a,,a,, - a,,a,; * 0 (que € o de-
terminanteda matriz A).

Unha natriz ten inversa cando o
seu determinante é distinto de 0.
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Estudio do rango dunha matriz por
menores.
a -2 3 Of?
A=S0 4 -5 1.
o 1 75
1.- Eleximos un menor (determi-nante
dunha submatriz) de orde 1 distinto de
oo
2- Ampliamos ese menor a un de

orde 2: ‘1 e 41 0
0 4
3.- Seguimos ampliando:
1 -2 3
0 4 -su¥Heo
2 0 1

4.- Como resultou ser nulo, am-
pliamos o menor anterior doutro xeito
diferente:

1 -2 0
0 4 1%IEWe 2410
2 0 7

Xa non podemos ampliar a un
menor de orden 4, o rango € 3 (orde do
maior menor non nulo).

1. O determinante dunha matriz que ten unha columna suma doutras
duas é igual & suma dos determinantes das matrices nas que esa
columna esta formada por cada un dos sumandos:

detaﬁll +bll alZg: detmll a12 g+ detmll alZg
21 thy Ay gaZl axg b,y axp
2. O determinante dunha matriz cunha columna multiplicada por un
namero € igual 6 determinante da matriz multiplicado por ese
namero:
deta'alll & %z 9= a ><detaBlll alzf
gan a >a22 Ef a21 a22 6

As seguintes propiedades son consecuencia da multilinealidade dos
determinantes:

O determinante dunha matriz cunha columna na que todolos
a; 00
g 11 2=0
a7 Og

O determinante dunha matriz con duas filas iguais é O:

elementos son 0, é 0: det

a& a ap;z0
detgb b azgé:O
& c agy
O determinante dunha matriz que ten unha columna combinacion
lineal das demais € 0:
ady) ajp aay +bhapd
detcay; apy; aap; +bap =0
a3 azp aag +bag
Consecuencia desta propiedade é que podemos utiliza-los
determinantes para estudia-la dependencia ou independencia dun
conxunto de vectores.
O determinante dunha matriz non varia se a unha columna se lle
suma unha combinacién lineal das demais:
&y a, a5t (aall + balz)(? &y, a, apo
detfa, @y, a3+ (aaZl + bazz)zz detSay azx Az~
éasl 8y, a, +(aay +bhay,); a3 Ayp Ayg

Rango dunha matriz

Podemos considerar as filas dunha matriz nxm como un conxunto
de n vectores de R™ (ou as columnas como m vectores de R").

O rango dunha matriz € o niumero de filas (consi-deradas como
vectores) linealmente independentes.
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Demostrase que o numero de filas independentes € igual 6 de
columnas, polo que o rango € o numero de filas ou columnas
linealmente independentes.

Inversa dunha matriz cadrada

Como xa se indicou para as matrices de orde 2x2, unha matriz ten
inversa se e sO se 0 seu determinante € distinto de 0.
Existen varios metodos para o calculo da matriz inversa, aqui sO
utilizaremo-lo chamado por adxuntos.
A inversa dunha matriz A de orde nxn é:

&y, ... a,0 Ay - AyO
_¢ - -1 1 c =
A_g-.- - .-.+ _—Q.-. e ) —_
N det(A) i

ganl o Qg gAln Ann@

Onde o elemento A; € 0 adxunto de a
O proceso a seguir € o seguinte:
1. Calculase o determinante. Se det(A)=0 a matriz
non ten inversa.
2. Obtense a matriz trasposta: Al
3. Calculase a matriz adxunta, formada polos
adxuntos, da matriz trasposta.
4. A inversa é a matriz adxunta da trasposta dividida
polo determinante.
Os pasos 2 e 3 poden intercambiarse.

1. Céculo da matriz inversa dunha
matriz 3x3.

&2 6 306
A=¢-1 5 1+
§1 -3 -1,

2. Comprobamos que o determinante
édistinto de 0:
|A|=-210
3. Calculamos atrasposta:
&2 -1 106
A'=¢6 5 -37
€3 1 -1
4. Cdculamo-la adxunta da traspos-

ta
TR EN K

Aox(A) =g 2] 3 4 34
2

- 3 )
-11] |2 1] |2 A X
5 -3 e -3 |6 5|g

*®2 -3 -99
Adx(A‘) =60 -1 -1%
&2 0 -4

5. Xa s0 queda multiplicar polo
inverso do determinante:
1 &2 -3 -9
Al=—=—¢0 -1 -1F
282 0 -4
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Problemas resoltos

i 16 a1 00 _a@ 1
1 a) Dadas as matrices sendo A-%Z 15 B= G 2 17 _81 1

ecuacion matricial: A-X+B=C onde X é unha matriz descofiecida.
b) ;Existe unha matriz Y de xeito que Y-A+B=C?

Resolve a seguinte

16
37

Resolucion:

aé.lox+aé1008é100a@lloaé100®aé.lo _ael 0 10
€ 177776 2 1;7% 2 1; &1 13; &2 1;°% 17780 -1 2;

- . & 10 -
Para despexar X temos que multiplicar pola inversa de 82 = que pode non existir:
¢

ad 1 . .
82 13 1-2=-1* 0P Teninversa

o 103 4asRoS} _a& 20, 1 t) _ el 0, _lel -10
A=G ] v, TYHe Al = =8 1 /4/‘4%‘21®Adx( ) &2 1 v, DB AL =82 13

ael 1688 16, 2l 1521 0 19

*§ 1y &2 -13g0 -1 25
2@14-1)+10 -10+1x-1) -1x+1xR0 2l -1 16
¢ - C 14 S TP XL
§24-19)-10 2>0-14-1) 2x- 1 2 1 0g

- 1ﬂ

A 00

€ 1p

Fixate que 6 non ser conmutativo o producto de matrices, € necesario ter moi en conta o lado polo
que hai que multiplicar.

xX =

b) Comprobemos se as ordes das matrices son compatibles:
Y-A ten que ter orde 2x3 para que se poida sumar con B.
A ten orde 2x2, polo que Y debe ter orde nx2 para poder multiplicarse Y-A.

A orde de Y-A é polo tanto nx2 e, de ningln xeito, pode ser 2x3 polo que non pode existi-la
matriz Y nas condicions do problema.

2 Estudia para que valores de K ten inversa a matriz A e calcula a inversa no caso k=2.

ak 1 -16
A=¢0 2 k*
€4 0 -kg

Resolucion: Sabemos que unha matriz ten inversa se, e sO se, 0 seu determinante € distinto de 0,
polo tanto sé temos que estudiar para que valores de k o deteminante € 0.

co 2 kfz-2k2+4k+8
%4 0 -kj

-4X-2)x8  .4+./80 1k =1++/5

2 _ _'4i _
-2k +4k+8=0® k = =

2%-2) -4 Tk =1- 45

A matriz non ten inversa cando k =1+ /5.
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b) Calculémo-la inversa cando k=2

1=-2x22 +4x2+8=8

) ) @l 1 1¢
46 ®4 2 40 1®4 2 46 T2 % 2
07® Adx(At):QS 0 -4T®@ Al=268 0 -47=¢1 0 -3
-20 &8 4 4p &8 4 4p¢q 1 I:

2 2¢

3 Duias matrices A e B conmutan se AB=B-A. Obte-las matrices A = ? d; que conmutan coa

; &l 30
matriz B = 8'1 2%

Resolucién:

aa b al 3¢_al 3Caa b
AXB = BXAUSC dz)‘é—l 25 gl 2(2;)80 dg

Facendo os productos e igualando as compoiientes queda:

i a-b=a+3c i b+3c=0

@-b 3a+2b6 aa+3c b+3d6. {3a+2b=b+3d _ {3a+b- 3d=0
gc—d 3c+2d;_e—a+2c —b+2d; : c-d=-a+2c : a-c-d=0
[3c+2d=-b+2d { b+3c=0

Obtemos un sistema de 3 ecuacions e 4 incognitas (a 12 e a 42 ecuaciéns son a mesma) que imos
resolver polo método de Gauss:

a-c-d=0} & 0 -1 -1

06 &2 0 -1 -1|00 & 0 -1 -1|00
b+3c=0y O 1 3 0 (0"®% 1 3 0|0"®% 1 3 O |07
3a+b-3d=0p & 1 0 -3|0zp & 1 3 0|0z & 0 0 0 |0

O sistema é compatible indeterminado. Como s6 quedan duas ecuacions non nulas, s6 podemos

despexar dlas das incognitas (tefien que ser a e b por se-las que corresponden és elementos da
diagonal) en funcion das demais que pasan a ser parametros:

la=r+s
c=rg . Tb=-3r _@e+s -3rd
d=S%parametros® .:.c=r A_gr S g
jd=s

4 Calcula os valores dos parametros a e b para que a matriz A tefia rango 2.

2@ 1 3 16
A=¢l1 0 1 0%
&3 a 0 by

Resolucion: Calculamo-lo rango de A por menores (tamén pode facerse por Gauss):
|2/]=2+ 0P Rangode A3 1

2

‘1 0‘ =2x0-1x1=1* 0 b Rangode A3 2
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2 13
1 0 1=3+3a-2a=3+ab (Sea!-3p RangodeA =3)
3 a o0
2 1
1 0 0=a-bb (Seb*ab RangodeA=3)
3 ab
Polo tanto, para que o rango de A sexa 2 ten que ser a=-3 e b=a, é dicir b=-3.

5 Estudia segundo os valores de k cal € o rango da seguinte matriz:

a 1 16
A=¢l k 1+
§1 1 kg

Resolucion: Como A é unha matriz cadrada, estudiamos cando o seu rango € 3 (determinante
distinto de 0):

H=k®+1+1-k-k-k=k%®- 3k+2

k®-3k+2=0
10 -3 2 tk, =1
1] 1 1 -2 (k-1)xk®+k-2)=00 j -1+ jk,=1
- ( )X( ) ‘k2+k-2=0P k= “@::'2
| 11 2 0 1 2 ~k,=-2
| iKg =
Temo-las seguintes posibilidades:
Caso 1: kt 1 e k! -2. O determinante de A é distinto de 0, polo tanto o rango é 3.
A 1l16
Caso 2: k=1. A matriz queda: A =¢1 1 1+ orango € 1 (s6 hai unha fila independente).
§1 1 15
Caso 3: k=-2.
®2 1 16 1|-2=-2*0pP RangodeA:31

A=cl -2 1@ |, 1
§1 1 -2 %‘1 _2124-12310|3 Rangode A=2

Fixate que xa sabemos que o rango de A non pode ser 3 porque o seu determinante € 0.

&2 -1 3 006

) . G4 1 -1 5%

6 Calcula o determinante da matriz A = ¢1 -1 3 7:
& 0 -2 1

Resolucién: Desenvolvémolo pola 42 colunma (ten un 0):

f‘ -11 -31 g: 2+4@ -1 3¢ 3+4® -1 3¢ 4+4@ -1 3.'
11 3 74=54-1) 1 -1 33+75-1) gg 1 -13+(-0%G4 1 -13=
S o o 1 2 0 -2 0 -2 &1 -1 35

0+5X4-6+6+2)-7x-4+2- 6-8)+(6-1-12+3+12-2) =148
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Outro xeito € que nunha fila (ou nunha columna) obtefiamos varios elementos 0 sumandolle unha
combinacions lineais das demais filas (ou columnas) e logo aplica-la férmula. Lembra que o
determinante non varia ¢ facer esas transformacions:

&2 -1 3

: 2
T _ 2%fila+isfila® [G6 O 2 _ 142
T 3%fila-1%fila®@ (&3 O O - - 14-) 23 02

2 0 -2 1gdesenvolvendo
pola 22 columna

~N o1 O

1=148

= N a

Problemas Propostos

1 (Como tefien que se-las ordes de duas matrices A e B para poder face-los productos A-B e B-A?

Xustifica a resposta.

2 Calcula-la matriz inversa de 1- A sendo | a matriz identidade de orden 3x3 e A a matriz:

a® 1 00
¢0 0 1+
% 0 0

3 Estudia para que valores de k a matriz A ten inversa e calcula a inversa no caso de k=3.

a 1 206

A=¢3 -2 k+

&4 -k 3y

4 calcula o rango das seguintes matrices:

®23 1 0 506 7R
A=G¢1 1 4 -2 6+ = +
€0 1 -6 4 -75 €5 -6 3 37
g &1 -14 5 9;

5 Estudia segundo os valores de k cal é o rango das seguintes matrices:

ak 1 -20 &k 1 -20
A=64 k -4~ B=¢2k 2 -4+
% 3 -6 &6 3 -3kg

6 Estudia segundo os valores dos parametros a e b cal € o rango da matriz

B8 -a2 16
A=¢l 4 1 b~
€2 -5 a -24
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