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PoONMPRE

Introduccion

Un problema sen solucién
Dispofiemos de dous tipos de alimentos coas seguintes caracteristicas:

Alimento | Proteinas | Graxas | Fibra .
Tendo en conta que se necesitan 40 gr. de

A 30% 10% 5y, | Proteinas, 60 gr. de graxas e 30 gr. de fibra diarios ¢Que
cantidade se debera tomar de cada alimento?

B 10% 15% 25%

30x , 10y _ .

> =40 - ,
100 100 : 3x+y=400 i O resolvelo atoparémonos cun sistema de tres
10x 15y _ .~ 1 _ | ecuacions e duas incognitas: Ese sistema non ten
100 " 100 60 .Y® 2x+3y=1200 Y solucién. Pero tratase dun problema “real” que semella

| + Gy = )
5% , 25y _ 0] X +3y =600 b debe ter unha solucién
100 100 b
Investiguemos a razon de que non tefia solucién. As ecuacions
lineais con duas incdgnitas pddense representar graficamente. A sta
grafica é unharecta.

Resolver o sistema € atopar 0 punto de corte das rectas.
Comprobamos que as rectas cortanse duas a ddas pero non as tres no
mesmo punto.

Non é pois posible atopar unha combinacién deses alimentos que
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proporcione xustamente 30 g de proteinas, 60 g de graxas e 20 g de fibra. Para que o problema poda ter
solucién temos que redefinir as condicions do mesmo e esa esixencia de que tefian que ser

necesariamente 30 gr. de proteinas, 60 gr. de graxas e 20 gr. de fibra é demasiado forte e tamén pouco
realista.

E moito mais real se pedimos que as proteinas sexan, polo menos, 40 gr., as graxas 60 gr. como
méaximo e a fibra 30 gr. como minimo.

Prantexado asi, obtemos un sistema de INECUACIONS:

30x 10y3 20 Y

|
100 100 [ 3x+y? 400 §
X+ 1Y £ 60 Y@ 2x+3y£1200
100 100 .'. X +5y 2 600 b
5x 25y 3 30

100 ' 100 b

E doado decatarse de que agora o problema ten moitas solucions: x=100 e y=300, x=200 e y=200,
x=300 e y=200, x=350 e y=100, x=400 e y=100, ....

Para poder elexir unha desas solucions necesitaremos algun criterio. Por exemplo, se o alimento A
custa 0.03€/g e o B custa 0.01€/g, podemos intentar atopar a combinacion que custe 0 menos posible.

Esa é a formulacion tipica dun problema de Programacion Lineal: temos que atopar os valores
dunhas incégnitas de xeito que se verifiquen unha serie de condicions e que unha certa funcion que
depende deses valores sexa 0 maior ou 0 menor posible.

Un problema de programacion lineal constara de:
Un conxunto de restriccions (as inecuacions).
Unha funcién a optimizar (o custo).

Nos s6 abordaremodo caso de duas incognitas, que se resolve graficamente. Para resolve-lo caso
xeral hai varios métodos, 0 mais cofiecido € o Método do Simplex.
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Programacion lineal

Inecuacions lineais.

Unha inecuacién lineal con duas incognitas é unha
expresion similar a unha ecuacion lineal de duas
incognitas agas no feito de que o signo “=" é sustituido
por un signo de desigualdade, " (maior ou igual) ou “E”
(menor ou igual):

ax+by3c ouax+hy£c

Neste tipo de expresion podemos realizar moitas das
transformacions que realizamos coas ecuacions pero,
cando dividimos ou multiplicamos por un nimero negativo
€ necesario invertir o sentido do signo de desigualdade:

Traspofier termos (suma alxébrica):

A+B3CU A3C-B
Traspofier termos (producto por un numero
positivo):

AB3CUA3§ (B>0)

Traspofier termos (producto por un numero
negativo):

AB3CUA£% (B<0)

A razon de este estrano comportamento dos signos de
desigualdade esta en que, nos numeros negativos, un
namero é mais pequefio canto canto maior sexa o seu
valor absoluto. Xusto o contrario do que sucede cos

positivos: 53 30U -5£-3.

Resolucion de inecuacions lineais
Lembra que os valores de x e y que resolven unha
ecuacion lineal do tipo ax +by =c forman unha recta no
plano.

Esa recta divide ao plano en duas partes. Todos o0s
puntos dun dos lados verifican a desigualdade nun

sentido e todos os puntos do outro lado verifican a
desigualdade no sentido contrario.

3 Trigonometria

2x+3y>1200

%
N {00

N\
\

N

2x+3y|i<120[0

~
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A rexion factible NON pode ter
entrantes como o da figura pois, por
exemplo, a zona encarnada non
poderia pertencer a esa rexion por
estar por abaixo da recta encamada.

Para resolver unha inecuacion lineal con duas incégnitas
s6 temos que representar a ecuacion e seleccionar a
parte doplano que verifica a desigualdade que nos
interesa.

Se 0 que queremos resolver é un sistema de inecuacions,
s6 debemos repetir 0 proceso con cada unha das
inecuacions.

Dese xeito obtemos unha rexion do plano limitada por
segmentos rectilineos que recibe o nome de rexidn
factible.

Programacion lineal

A formulacion tipica dun problema de Programacion
Lineal consta de:

Un conxunto de restriccibns en forma de
inecuacions lineais.

Unha funcién, tamén lineal, a optimizar suxeita a
esas restriccions.

Pddese demostrar que a rexion factible, cando as
restriccions son lineais, forma unha rexion do plano
limitada por unha poligonal e que é convexa. E dicir, que
non ten entrantes nin buratos no seu interior.

A solucion do problema de programacion lineal seran os
valores das incognitas onde a funcion obxectivo tome o
valor ¢ptimo (maximo ou minimo segundo o caso).

Necesariamente, ao ser a rexion factible convexa, a
solucion oOptima serdn as coordenadas dun Vvértice
(solucién Unica) ou as coordenadas dos puntos dunha
aresta (infinitas solucions).

Para atopar o 6ptimo podemos empregar dous métodos:
graficamente e analiticamente.

Graficamente: dandolle & funcion obxectivo alguns
valores arbitrarios e representandoas, resultan rectas
paralelas e, canto maior sexa o valor, a recta esta mais
alta.

Se buscamos un minimo desa funcion sé debemos coller

0 punto ou puntos, da rexion factible, que estén na
paralela mais baixa.

En cambio, se buscamos un maximo colleremos o punto
ou puntos que estén na paralela mais alta.
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Analiticamente: A soluciébn Optima € necesariamente
algun dos vértices da rexion factible.

Cada vertice esta situado na interseccion de duas das
restriccions, para calculalos s6 teremos que resolver o
sistema formado por esas restriccions despois de
substituir o signo de desigualdade polo de igualdade.

Unha vez calculados os vértices, calculamos o valor da
funcion obxectivo en cada un e eleximos aquel ou
aqueles nos que se acaden o valor éptimo.

No caso de que exista mais de un vértice que acade o
valor éptimo, tamén seran soluciéns todos os puntos da
aresta entre eses vértices.

Exercicio:

Para o tratamento dunha certa enfermidade hai que administrar tres
vitaminas: X, Y, Z. Cada semana é preciso consumir a6 menos 60
mgrs. davitamina X, 50 mgrsda’Y e 80 mgrsda Z.

Estas vitaminas preséntanse en dous preparados: 0 A, con un custo
de 0.1 € cada 50 mgrs e cunha composicion dun 20% de X, un 40% de Y
e un 40% de Z; e o preparado B, con un custo de 0.25 € cada 100 mgrs e
unha composicién dun 30% de X, un 50% de Y e un 20% de Z.

a) Debuxaarexionfactible.

b) ¢Pbdese prescindir dalgunharestriccién?

¢) ¢Que cantidade de cada preparado fard mais econémico o
tratamento?

Resolucidn:
a) A pesardasX,Y eZ, esteéun problemade programacion lineal e,
Incégnitas; x cantidade do composto A
y cantidade do composto B
As restriccions refirense a cantidades de vitaminas, expresadas en
miligramos, polo que debemosaveriguar cantos mgrs. Son as seguintes:
x30 y30 U
I 2x+3y3 600}']

20x + 30y , i
40% 50y 3 0y® 2X +y3 400 y

+—235 i 3 0 i
100 100 i X i
40X4_ﬂ3 80]: y3 0 b

100 100 b
Funcion Obxectivo (fixarse en que os custos de cada preparado
refirense a cantidades diferentes): z © 0.1 xX + 025
50 100
Empezamos por calcular, graficamente, arexion factible:

Representamos a recta 2x+3y =600 (a 12 restriccion

substituindo o signo de“3” por “=").

Seleccionamos a parte do plano que verifica a desigualdade.
Basta elexir un punto féra da recta e comprobar se verifica a
desigualdade 2x + 3y 3 600 :
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En cada vertice cortanse duas
rectas, calculamaos resolvendo os
sistemas correspondentes:

1° Vertice:
2x +3y=1200 i
X +5y=600 }
2(600 - 5y)+3y = 1200

~7y=o0p V70
X =600

Custo:0.02 X600 +0.01>0 =12

x=600 - 5y

2° Vértice:
3x+y=400 U
y
X+5y =600 |
x +5(400 - 3x)= 600
ix =100
- 14x =-1400- P {
iy =100

Custo:0.02 X100 +0.01x100 = 3

=400 - 3x

3° Vertice:
3x+y =400 0
y
2x +3y=1200 |
2x +3(400 - 3x)=1200
ix=0
-7x=0b |
1y =400
Custo: 0.02 >0 +0.01x400 = 4

=400 - 3x

O optimo € pois x=100 e y=100 e 0

custo minimo é de 3€.

400

300

\ 2x+3y>600
\9
&3,

S
D, 0

100

100 200

2x+3y<6Q0 \\

0 (0,0) non verifica a desigualdade:
20 +3>0 3 600 (falso)

Por tanto temos que elexir o lado

contrario aonde esta o (0,0).




x=0

(0,400)

N\ (150,100)

(300,0)

0 Se o punto verifica a desigualdade quedamonos co
lado do planono que se atopa o punto.
0 Senon averificaeleximos o lado contrario
Repetimos o0 proceso coas seguintes restricciéns e obtemos arexion
factible dafigura.

b) Fixate que a restriccion 4x +5y 3 500 non ten ningunha
influencia paradelimitar arexion factible. E supérflua.

c) A solucién dptimaserdalgun dosvértices darexion factible:

. 2x+3y=600( | x =300
19 Vértice: 1® 2x =600 ® |
y=0 9} iy =
20 Vértice:
2% +3y = 600ij
Y o .95 0® 2y =200 ® y = 100
2x+y = 400
300

2X +100 =400 ® x =T® x =150
2x+y=400(4 _ 1y =400
7 ® I,
x=0 gv) 1x=0
Estudiamos o valor da funcién obxectivo en cada un dos vértices:

30 Vértice:

A .2

1° Vértice: z °O—><300 +gx0 =0.6 €
50 100

2° Vértice: z 0O—'1><150 +% X100 =0.575 €
50 100

30 Vértice: z°£><0+%x400 =1€
50 100

A solucion 6ptimaé 100 mgr do preparado A e 150 mgr do preparado
B eten uncusto de 0.575€

Exercicio:
Unha empresa de transportes dispon de 6 autobuses de 60 prazas
e 10 microbuses de 20 prazas. Supofiendo que se necesita trasladar a
400 pasaxeiros, pidese:
a) Cantos coches de cadatipo poden usarse.
b) NuUmero de coches de cada tipo que deben usarse para que o
custo sexa minimo sabendo que o precio dos autobuses € de
0.7 €/km. e o dos microbuses € de 0.4 €/km.

Resolucion:
a) Sexan:
X 0 nimero de autobuses que debemos usar
y 0 nimero de microbuses que debemos usar.
As restricciéns que se tefien que satisfacer son, por unha banda
0s autobuses e microbuses dos que dispofiemos e, por outra, que
debemos garantizar unha praza para cada pasaxeiro:

Hai seis autobuses® x £ 6
Hai dez microbuses® y £ 10
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gpasax.autobuses § gpasax.microbuses ¢

2 23 400
60 5 &  20x H
62 x20 0
Resultan desigualdades: 103 y3 Oy
3 +y3 20|O

Representando esas inecuacions resulta a rexion factible que
aparece nafigura.

Tanto x comay sO poden tomar valores naturais, arexion factible
estara formada s6 polos pontos con coordenadas enteiras (os puntos da
cuadricula).

b) Neste tipo de problemas, cando s6 podemos admitir solucidns
enteiras, compre buscar o Optimo de xeito gréfico para evitar falsas
soluciéns.
A funcién obxectivo sera o custo por quilémetro:
z°0.7x +0.4y
Damoslle ao custo un valor arbitrario, por exemplo 2.8 (para que
sexamlltiplo de 0.7 e de 0.4), e representamol o:
0.7x +0.4y=28
Dado que as solucions tefien que ser enteiras, sO temos que
fixarnos na representacion gréfica e vemos que 0 punto de
coordenadas (6,2) € o que nos da o custo minimo que sera.
2°0.7x%6+0.4x2 =5 € /km

Exercicio:

Un camion do modelo A cobra 90 € por viaxe e pode transportar
1 méaguinado tipo M e 3 dotipo Q. Uncamién dotipo B cobra 60 €¢e
podelevar 3dotipoM e 1dotipo Q.

Necesitase transportar 11 maquinas do tipo M e 14 do tipo Q
¢Cantos camiéns se deben usar de cada modelo para que o custo sexa
minimo?

Resolucidn:
Como ves, tratase dun problema de Programacion Lineal.
Empezamos por pofierlle nomes as incognitas:
X num.de camiénstipo A
y nim.de camidnstipo B
Podemos formular as seguinte restriccions:
x+3y311 U
3x+y3 14 ;/
Xx30 y30 b

Funcion obxectivo (custo):  z © 90x + 60y

Dado que as solucions sb6 poden nimeros enteiros, resolverémolo
graficamente.

Despois de obter a rexion factible, damoslle o valor 180
(multiplo de 90 e de 60) a funcidon obxectivo e representamola.

Vemos que asolucién 6ptimaé (4,3) e o custo:

z°90 x4 + 603 =600 €
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Exercicios e actividades

-X+2y£6 U

_ o Ax-2y£12f

1. Dado o seguinte conxunto de restricciéns lineais: y
X3 0 i

y* 0bph

a. Atopacal éarexion factible.
b. Calculaosvaloresdex ey que verifican as restricciéns anteriores e fan maximo o valor
da expresion 3x+4y

2x+4y £ 20 u

. o 3x-2y® 6§

2. Dado o seguinte conxunto de restricciéns lineais: y
X3 3 7

y: 0 b

Atopacal éarexion factible.

Calcula os valores de x e y que verifican as restriccions anteriores e fan minimo o valor
daexpresion 3x+4y.

c. Calculaosvaloresdex ey que verifican as restricciéns anteriores e fan maximo o valor
da expresién 4x+8y. ¢Cantas solucions hai ?

o o

-x+6y3 120
3. Cdcula-lo maximo e o minimo da funcién z=4x+y suxeita as seguintesrestriccions.  x+2y £ 20')',
3x+2y3 24b

4, Unhaempresa produce dous bens A eB. Ten duas factorias e cada unha delas produce os dous bens
nas cantidades por hora seguintes:

Factoria 1l Factoria2
Ben A 10 unidades/hora 20 unidades/hora
Ben B 25 unidades/hora 25 unidades/hora

A empresa recibe un pedido de 300 unidades de A e 500 de B. Os custos de funcionamento das dlas
factorias son 10.000 pesetas por hora para a factoria 1 e 8.000 pesetas por hora para a factoria 2.
¢Cantas horas debe funcionar cada factoria para mellora-los custos da empresa e satisface-lo
pedido? (3 puntos).

Nuns grandes almacéns ofrecen o lote A formado por 3 pantalons e 1 camisa 6 prezo de 15000 ptas, e
o lote B que constade 1 pantalén e 3 camisas por 10000 ptas ¢Cantos | otes tefio que mercar se preciso,
alomenos, 11 camisas e 14 pantalons facendo o menor gasto posible? Sinala sobre este problema: a
rexion factible, as restriccidns e afuncion obxectivo.

¢

4. Un pegueno taler fabrica coches e camidns en miniatura. Dispdn de dlas secciéns. A(motores) e
B(carrocerias e montaxes), que traballan simultaneamente. Para fabricar cada unidade necesitanse, en
cada seccion, as horas que seindican natéboa:

A B
Coche 10 10
Camién 40 10

Exercicios Programacion Lineal 9



rs

Q.

9.

10.
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Sup6fiase que en A non se pode traballar méis de 200 horas 6 mes e que en B non mais de 80. Se os
beneficios por coche e camion son de 30 e 40 miles de pta respectivamente, ¢cantos coches de cada
tipo se deben fabricar cada mes para obte-lo méaximo beneficio?

Nunha situacién de catéstrofe, producida por inundaciéns, o goberno dun pais ten que evacuar a 1000
persoas dunha certa zona cunha equipaxe de 150 toneladas. Unha compafiia de aviacién oferta aviéns
de doustipos A e B 6 prezo de 20 millénsosdo tipo A e 60 millénsosdotipoB. Cada avién tipo
A pode transportar 100 pasaxeiros e 25 toneladas de equipaxe, mentras que os de tipo B poden
transportar 200 pasaxeiros e 15 toneladas de equipaxe. Se dispofien de 6 avidns de tipo A e 8 avidns
tipo B ¢Cantos deben alugar de cadatipo para que o transporte custe 0 menos posible?

Un empresario fabrica dous productos A e B, que vende con 4.500 pesetas de beneficio o producto
A e con 6.000 pesetas de beneficio o producto B.

A slla maguinaria condicionalle a produccién de forma que, diariamente, non pode facer méis de
400 productos A, nin méis de 300 productos B, nin méis de 500 en total.

Supofiendo que vende toda a produccién, ¢cantos productos de cada clase deberia fabricar para
obter o maior beneficio posible?.

Unha compafiia extrae minerais dunha mina con dous filéns | e Il. O ndmero de quilogramos de

minerais A e B que se pode extraer de cada Filon | Filén 11
tonelada dos fildns | e 1l esta descrito na tédboa | Mineral A 100 quilos | 200 quilos
adxunta xunto cos custos por tonelada. Se a | Minerd B 200 quilos | 50 quilos
compariia debe estraer polo menos 3000 kg de A | Custo por tonelada 50 dolares | 60 dolares

e 2500 kg de B, ¢cantas toneladas de cada fil6n se deben procesar co fin de minimiza-lo custo?

Maximiza-la funcién z=5x+2y, coas seguintes restriccions:
Xx30 y30 2x+y£6 4x+y£10 -x+y£3

Os aumnos dun colexio, tefien 120 camisetas, 110 pafiuelos e 70 gorros. Co fin de obter
difieiro para aviaxe de fin de curso, vanos porfier & venda en dous paguetes distintos; polo
primeiro (duas camisetas, un pafiuelo e un gorro) cobrarén 600 pesetas; e polo segundo
(unha camiseta, dous pariuelos e un gorro) 700 pesetas. ¢Cantos pagquetes de cadatipo
deberan vender para obte-lo maximo beneficio?

Debuxa o recinto que cumpre as restriccions. 0<y, 0<x<10, x<y, y-2x<6, 3x+4y>24. Maximiza-la
funcion F(x, y)=x+y+1 coas restriccions anteriores.

Debuxa a rexién determinada polas inecuacions x>0, y>0, x+y<6, 2x+y<10, x+y>3 e
maximizaafuncion z = 4x + 3y sometida &s restriccions dadas por estas inecuacions.

Un empresario fabrica dous productos A e B. A fabricacion dun kilogramo de A necesita 4 horas de
traballo e un gasto de 60 euros en material, obténdose un beneficio de 45 euros. A fabricacion dun
kilogramo de B necesita 8 horas de traballo e un gasto de 48 euros en material, obténdose un
beneficio de 33 euros. Cada semana o empresario dispén de 200 horas de traballo. Ademais, asinou
un contrato que o obriga a fabricar un minimo de 15 kg. de A e 10 kg. de B. Se non pode gastar
mais de 1920 euros en material, ¢cantos kilogramos por semana debe fabricar de cada producto para
obte-lo maximo beneficio posible?

Deséxase investir 3000 euros en dous tipos de accions A e B. O tipo A ten bastante risco, cun interés
anual do 10% e o tipo B é bastante segura, cun interés anual do 7%. Decidese investir como
maximo 1800 euros en A e como minimo 600 euros en B e ademais, investir en A tanto ou mais que
en B. ¢Cal debe seladistribucion do investimento para obte-lo maximo interés anual ?
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