Sistemas de
Ecuacions LiNEAIS

Programa:

1.

Sistemas de ecuacions lineais.

1.1. Definicion.

1.2. Tipos de sistemas.

1.3. Formamatricial dun sistema de ecuacions lineais.

Teorema de Rouche-Frobenius.
2.1. Enunciado.
2.2. Discusiéon dun sistema de ecuacions lineais.

Regra de Cramer.

3.1. Enunciado e demostracién.
3.2. Resolucion de sistemas coa Regra de Cramer.
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Exemplo:
Un sistema linial de 2 ecuacions e 3
incognitas:
2x+3y- z= -1

5X- 2y+7z=3 |,
Mariz do sistema:

2 3 -15

ATe 2 7
Matriz ampliada:

M:aé 3 -1 -10

& -2 7 33

Exemplo:

Sistema homoxé-neo:
-2x+y+4z =00
3x- 5y +2z :Og

Sempre ten, polo menos, a solucion
que fai tddalas incognitas 0: x=0, y=0 e

z=0.
-2>0+0+4>0 = 0
3>0- 550 +2>0 = 0f

Neste caso, esa solucién non é
Unica: Por exemplo x=22, y=16 e z=7 é

niitra enliici An

Sistemas lineais

Sistemas lineais: Un sistema de ecuacions lineais de n
ecuacions e m incognitas é un sistema da forma:
a; X, tapX,+..ta, X, =b, U

A, X, Fa,yX,+ta, X, =b, T

<

A, X, T apX, .+, X, = b,

ot

Matriz do sistema: A matriz A :(a".) chamarémoslle

nxm

matriz do sistema ou matriz dos coeficientes.

&y ... O
A=C... ... .7
ganl et anmﬂ

Matriz ampliada: E a matriz que resulta de engadirlle &
matriz A a columna dos termos independentes, B = (b;)

&y ... a, blc'_j

nx1’

M=¢... .. .
S, ... am b.p
Sistemas  equivalentes: iError! Marcador no

definido.Dous sistemas son equivalentes cando tefien 0 mesmo
conxunto de solucions.

Resolver un sistema € ir transformando ese sistema noutros
equivalentes, pero mais simples, ata ter despexadas as
incognitas.

Hai moitos xeitos de obter sistemas equivalentes:

Multiplicar unha ecuacion por un namero distinto de 0.
Sumar a unha ecuacion unha combinacion lineal das demais.
Despexar unha incognita nunha euacion e sustituila nas
demais.

Despexar unha incognita en varias ecuacions e iguala-las
expresions que se obtefien.

Sistema homoxéneo: E un sistema de ecuacions lineais que
ten tédolos termos independentes 0:
a'lle +a12x2 *. '+a1me = O U
ay X, +a,,X, +...+a,, X, =01
y

AuXy + A Xt Xy =0
Os sistemas homoxéneos sempre tefien polo menos a

solucién que fai tédalas incognitas 0. Esa solucion recibe 0 nome
de trivial.
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Tipos de sistemas lineais

Atendendo & compatibilidade e o nimero de solucions, un
sistema de ecuacions lineais pode ser:

Compatible: Se ten solucion. :
. » Sistemas
Incompatible: Cando non ten solucion. lineais
Determinado: Ten unha Unica solucion.
Indeterminado: Ten moitas solucions.
. , . Compatibles
Os sistemas homoxéneos son sempre compatibles porque

tefien, polo menos, a solucién que fai tédalas incAgnitas 0.
Indelerminges

Esa solucion recibe o nome de trivial. Non
hornoxéncos

Campalitles

Indeterm nados

Teorema de Rouche-Frobenius

Incampaibles

Un sistema de ecuacions lineais ten solucién se, e s6 se, o
rango da matriz dos coeficientes é igual 6 da matriz ampliada:

a; X, +..+a, X, =b, i

........... y compatible U rango(A) =rango(M)
a,X,+.+a, X, = bn'b

Ademais, se 0s rangos son iguais 6 nimero de incognitas, o
sistema é determinado: Rango(A)=rango(B)=m

Témo-las seguintes posibilidades:

1. rang(A)=rang(B): Sistema compatible
1.1 rang(A)=rang(B)=n° de incégnitas: Determinado
1.2 rang(A)=rang(B)! n° de incégnitas: Indeterminado
2. rang(A)* rang(B): Sistema incompatible

Matrices e sistemas de ecuacions Exemplo:
: i 5x +2y +3z =91
lineais Tt 3y + 2211
Tendo en conta a definicion de producto de matrices, un g ’
sistema lineal podese escribir como un producto de matrices: & 2 30 ai_a@c_-,
B A X bt Xy DU Gy e B, 08,0 a0 & 3 15¢ - 8l
yU C... ... .. .DC . F=C F
Xy X+ F X =B & Qg Kng Dup

Cando a matriz do sistema é cadrada, se existe a matriz A™*
(inversa de A), podemos resolve-lo sistema multiplicando por ela:

ATAXX) = AHB % IO (A’1><A) X = A1>8
BX=ALBYLEHE X =A LB
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Para cacula-lo valor de X
susbtituimo -la columna k damatriz
dos coeficientas pola columna dos
termos independentes.

Regra de Cramer

Un sistema lineal de n ecuacions e n incognitas ten solucion
Unica se e sO se o determinante da matriz do sistema non é 0.

éa11x1+.. Aa, X, =b, [ )

e ) compatlble u [det 1 0]

y
élnlx +.+a X =b bdetermlnadog

Nese caso, as solucions vefien dadas por:

K
a; ... by ... aj
ay - b, ... an,
"k=1l.nb x = det( )

Demostracion:

““U “* Cando o sistema ten tantas ecuaciéns coma incognitas,
a matriz do sistema € cadrada. Se det(A)* 0 ent6n existe A"
(inversa de A) e, tal como vimos antes, podemos resolve-lo
sistema multiplicando pola inversa:

Al{AX)=A18DP (A'1><A) X=A18p X=A18

Fixémonos ademais no valor das incognitas:

1 &y - Ano
At= Coe v T
det(A)ea, . A
&0 ¢ 1 8és‘ll AnldJ@ 0
c..+=8 .
8Xnﬂ gdet( )gA nnzggbn@

A solucién obtense como un producto de matrices. Xx, resulta
de multiplica-los elementos da fila k da matriz A* polos termos
A, ob +A, ch,+. +A D,

det(A)

O numerador desa expresiéon coincide co desenvolvemento
do determinante da matriz que se obtén ¢ substituir na matriz do
sistema a columna k polos termos independentes:

independentes, b;: x, =

Kk
a, .. b, ... a,
a, .. b, ... a,
"k=1.nb x = det(A)

“P *“ Para demostrar esta implicacion recorremos &
interpretacion vectorial do sistema:
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Se o sistema ten solucidn Unica, polo teorema de Rouche,
sabemos que: rang(A) =rang(M) =n.

Rango(A)=n implica que os n vectores A,, ..., A, tefien que ser
independentes e polo tanto o determinante da matriz A ten que
ser distinto de 0.
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Problemas resoltos

1 Estudiaa compatibilidade segundo os valores do pardametro k do sistema:
2x+ky-3z=1 (
X+2y+z=-2 ;/
-kx+y+4z = -3},

Solucion: Empezamos por comprobar para que valores de k o sistema é de Cramer (compatible

determinado).
Sovyezao | Compable Ug fueyu). g
&2 = Y determinadod
& y+4z =- 3b a

7=16- k?- 3- 6k- 2- 4k =-k®- 10k +11

2 N
K2- 10k+11=0 b k:lOi\/lO 4 1)1 10212 -
2x-1) 2

Caso | (k -11 e k* 1): det(A) * 0. O sistema é compatible determinado.
Caso Il (k=-11): Estudidmo-los rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.

Como det(A) =0, 0 rango de A ten que ser menor de 3:
&2 -11 -3 1[2l=2* 0P (rangodeA)3 1
A=c¢l 2 1@ {5 _q
€91 1 43 %‘1 2]1:4+11:1510p(rangodeA):z
Como o rango de A € 2, s temos que comprobar se o rango de M é 3 estudiando o menor de
orde 3 que resulta 6 orlar cos termos independentes 6 menor de orde 2 que nos deu o rango de A:
i M) 3 A)=2
2 11 -3 1o _:(rango de M)2 (rango de A)
M=g1 2 1 '2f®}i _;1 12—1801013 de M) =3
1 1 4 -3 i 4= (rango de M) =
fir 1 -3

O sistema é incompatible (0s rangos son diferentes).

Caso Il (k=1): Volvemos estudia-los rangos.
Como det(A) = 0, o rango de A ten que ser menor de 3:
&2 1 -3 .}|2|=21 op (rangode A)? 1
A=61 2 1%® |2 1]_ Ca _
¢11 45 il 5_4- 1=31 0b (rango de A)=2
Comprobamos se o rango de M é 3 orlando coa columna dos termos independentes 6 menor de

orde 2 que nos deu o rango de A:
i(rango de M) 2 (rango de A)=2

&2 1 -3 16 j
=+ 2 1 1
M=¢1 2 1 -27® | ~ B
€11 4 -3 i 1 2 -2/=0P (rango de M) =2
fr1 1 -3

O sistema é compatible indeterminado.
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2 Estudiaa compatibilidade do seguinte sistema de ecuacions en funcion dos parametros a e b:
X+ay- az= 30U
ax- y+az= 2;'/
-ax-y+z= bL

Solucién: Investigamos cando a matriz dos coeficientes ten determinante distinto de O:

3 2 2 2 3 2
1=-1-a +a +a -a +a=-a +a +a-1

-a®+a*+a-1=0
-11 1 -1 3 - -
-~ la-1=0pP a=1
1] -10 1 -a'+al+a-1=(a-Oo-a2+1)=00 |
[-1 0 1 0 t-a®+1=0pP a=+=1

Caso |l (at -1 e at -1): O sistema é compatible determinado (det(A) * 0).

Caso Il (a=1): Estudiamo-los rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.
el 1 -10 1
A=¢1l -1 1+ ‘1
& 1 -1 14

el 1 -1 30

M=G¢1 -1 1 2%

&1 -1 1 by
(rango de M) 2 (rango de A)=2

_1J‘=-1- 1=-210b (rangodeA) =2

113 1-2b-6=00 b=-3 (rango de M=2)
1 -1 2=-2b-6P i e
11 b 1-2b-6100 bt -3 (rango de M=3)

Se b=-3 o sistema € compatible indeterminado e, se bt -3, o sistema é incompatible.
Caso Il (a=-1): Volvemos estudia-los rangos.

@l -1 16 1.
A=¢-1 -1 -1* ‘_1 _i‘=-1-1=-210D (rango de A) = 2
§1 -1 14

&l -1 1 30
M=6¢-1 -1 -1 2+

€1 -1 1 by
(rango de M) (rango de A)=2

1 -13 1-2b+6=00 b=3 (rango de M=2)
1 -1 2|=-2b+6P | oo
R 1-20+62 00 bt 3 (rangode M=3)

Se b=3, 0s rangos son iguais pero menores co numero de incognitas: o sistema é
compatible indeterminado

Se bt 3 é incompatible.

3 Estudia para que valores de k son independentes os vectores (k,1,1), (1,k,1) e (1,1,k)
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Solucion: Son independentes se s6 hai unha combinacion lineal deles que dea o vector (0,0,0) ou, o
gue é 0 mesmo, se é compatible determinado o sistema:
kx+y+z=0(
N |
x(k11) +y(1k1) + z(11k) = (00,0) U x +ky +z =0y

x+y+kz=0[)

a1 1¢

¢l k 14=k®+1+1-k-k-k=k®-3k+2

81 1 kg
k- 3k+2=0

1 0 -3 2 .
3 _ 2 A [k+2:Op k=-2

2|1 2 4 02 K- 3k+2= (k+2)o{k 2k+1)‘ou%k2-2k+1=opk=1

Os vectores son independentes cando K -2 e k' 1 (fixate que 6 se-lo sistema homoxéneo non é
necesario estudia-la compatibilidade., sempre son compatibles).

4 Discutir e resolver, segundo o valor de a, o sistema:

(1+a)x+y+z=l :J
x+(1+a)y+z=(1+a) y
x+y+(1+a)z= (1+a)2i)

Solucién: Empezamos por indagar cando a matriz dos coeficientes ten determinante distinto de 0:

ad+a 1 1 ¢
¢1 1+a 1 y=(1+3a+3a’+a’)+1+1-1-a-1-a-1-a=a"+3’
&1 1 1+ag

- ja’=0pP a=0
Ui

ta+3=0pP a=-3
Caso | (at 0 e at -3): O sistema é compatible determinado.
A solucién vira dada pola Regra de Cramer:

a®+3a’=00 az(a+3) =0

® 1 1 14
¢ l1+a 1+a 1 7
g(l”")z 1 1+aj .g%.23% -a-2
X = 3 2 = 3 2 =
a’ +3a a  +3a a+3
2 +a 1 109
¢ 1 1+a 1 -
2 o
g 1 (1+a)” 1+aj a’ 1
y: = =
a® +3a’ a’+3a° a+3
R+a 1 1 G
¢1 1+a 1+a "
2 7
, E1 1 (1va)'; _a'+42’+4a’ _a’ +4a+4

a® +3a° a’® +3a’ a+3

Caso Il (a=0): Estudiamo-los rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.
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a1l 16 &da 1110
A=¢1 1 1b (rango de A=1) M=¢1 1 1 1*b (rango de M=1)
§1 1 15 &1 1 1 15
O sistema e compatible indeterminado. O grao de indeterminacion € 2, s6 podemos despexar unha
das incOgnitas en funcion das outras:

x=1-a-b|u

y=a y

zZ=b b
Caso Il (a=-3): Volvemos estudia-los rangos.
&2 1 19 2 1

A=G1 -2 17 =4-1=310b (rangode A)=2
= 1 -2
€1 1 -2

. , _
o2 1 1 15 i:_r:ngcide 1M) (rango de A)=2

M=C1 -2 1 -27® | ~ B
€1 1 -2 45 i 1 -2 -2/=910p (rangode M=3)
it 1 4

Se a=-3 o sistema é incompatible.

5 Estudiaa compatibilidade do seguinte sistema e resélveo cando tefia mais dunha solucion:
X-ay- z=1j
2x+3y-az=2y
X+2y+2z= l'b
Solucién: Comprobar para que valores de a o sistema € de Cramer (ten solucién unica):

1=6+a’- 4+3+2a+4a=a’+6a+5

6+46%- 4X155 -6+4

+
24 2

Caso | (at -1 e at -5): O sistema é compatible determinado.

a’+6a+5=0b a=-—

Caso Il (a=-1): Estudidmo-los rangos da matriz dos coeficientes e da matriz ampliada.

da 1 -16 1
A=62 3 1% ‘2 #:3-2:110p (rango de A = 2)
§1 2 25
i 3 =
a1 -1 15 _{(rango de M)3 (rango de A)=2
M=¢2 3 1 2:® 1l 11
€12 2 15 if2 3 2=0p (rango de M) =2
fl1 2 1

Neste caso o sistema € compatible indeterminado. Vemos que a 32 ecuacion depende das outras
(sabemos que é a 32 porque o menor de A distinto de 0, esta formado pola 12 e a 22 filas).
A solucion podemos calculala utilizando Gauss ou Cramer transformando antes a z nun parametro.

Ten que se-la z porque € a columna que non se utilizou para no menor ‘% é‘
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X+y =1+ti ;”t ;‘ ‘; ;”t i x =1+4t
2x+3y=2-t" X=——=1+4t y=———=-3t Solucion: :'y=-3t
Y 11 i
2=t b 23‘ ‘2 3‘ (2=t

Caso Il (a=-5): Volvemos estudia-los rangos.

& 5 -10 1 5
A=62 3 5% ‘2 3‘=3-10=-710p (rango de A) = 2
§1 2 24
| 3 =
@ 5 .1 10 _f(rangode M) (rango de A) 2
M= 3 5 27@ill ?
81 o 2 1g }i g =0b (rangodeM:Z)

O sistema € compatible indeterminado.
Transformamos z nun parametro para calcula-la solucion:

_ il 1+t 5 1 1+t Ty —
2§1§§:§”5t"y ool2estd e ';,;:f' M
S =t b 1 5 1 1 TZ=

2 3 2 3

Problemas Propostos

1 (Para que valores de | son dependentes os vectores v, =(3,1,-6), v, =(-211 +3) e
\73 =@l +24) Pon \71 como combinacién lineal dos outros dous sendo | un dos valores

calculados.

2 Resolve 0s seguintes sistemas de ecuacions:

x—2y+z=01‘r] X- 2y+z=OP
-2x+y-5z2=9 y -2Xx+y-5z2=9 y
x+y+z=-6'b x-4y-7z=18'b

3 Estudia, en funcién do pardmetro k, a compatibilidade dos seguintes sistemas de ecuacions

x+ky+z=0 { kx+y-z=-2{
kx+y- 5z=5+2ky 3x+ky+4z=1Y
x+5y+3z=-1 b X+y+2z=-3p
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4 Estudia a compatibilidade dos seguintes sistemas de ecuacions e resolveos cando sexa posible:

2x- 3y +z=0{ 5x +6y - 2z = Off
-x+4y+z =0y -3x- 4y +z=0Y
X+y+2z=0p 4x+8y- z=0p

5 Discute e resolve cando sexa posible, o seguinte sistema en funcién dos valores do pardmetro k:
x+ky - 3z +kw = 0f
kx- y+z- 3w =0y
5x+2ky - z=0p

O Estudiaa compatibilidade dos seguintes sistemas e resélveos en funcién do pardmetro a:
X+y+az=1 U
X+ay+z=ay

ax+y+az=a’f

axty=a+2 [
2x-ay=2- ZaE

! Discutir, segundo os valores do parametro a, a dimension do subespacio de R xerado polos

vectores(4,a,- a), (3a,a+L- 3), (a,],-]).

8 Demostra gue o conxunto de soluciéns dun sistema lineal homoxéneo de n ecuaciéns e m

incognitas € un subespacio vectorial de R™.

9 Dado o sistema de ecuacions:

X-2y+z=21]
-2X+ty-z=5y
X+3y+z= 1b

a) Escribeo en forma matricial.
b) Calcula a matriz inversa da matriz do sistema e, utilizandoa, calcula a solucién do sistema.

10 Un sistema de ecuacions lineais homoxéneo (pode ter s6 duas soluciéns?. Xustifica a

resposta.

11 Dados os sistemas de ecuacions:

4x-2y=2 ( o 4x- 2y =00
-6x+3y=-3p ° -6x+3y=0p
a) Resolveos e escribe as solucions en forma paramétrica.
b) ;Hai algunha relacion entre as soluciéns dos dous sistemas? Xustifica a resposta.

12 ¢Para que valores de k os vectores (1,k,19), (k,1,3) e (k-1,-1,3-k) forman unha base de R*?
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13 Estudia, en funcién dos valores de k, o rango dos seguinte conxunto de vectores de R*:

A ={(2,k-1,(- 4,k6K),(0,3k,2),(k +5, 3, 10)}

14 Dpemostra que as solucions dun sistema lineal non homoxéneo poden obterse sumandolle a

unha solucion particular as solucién do sistema homoxéneo.

15 calcula os valores de k para 0s que o sistema seguinte é compatible e resolveo neses casos.

X+y+z=1 (i

X+3y-z=51
-X+ky-z=3 ?/
2kx- 2z = 2k|o

16 Dunha funcién polindbmica de segundo grao, y = ax® +bx + ¢, sabemos que a sla gréfica pasa

polos puntos (-1,11), (2,-1) e (3,3). Calcula a férmula desa funcion.
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