XEOMETRIA
do Espacio

Programa:

1. O espacio afin E°.
1.1. Vectores do espacio.
1.2. Coordenadas no espacio.

2. Rectas e planos.
2.1. Ecuacions do plano: Vectorial, paramétrica e xeral.
2.2. Ecuaciéns darecta: Vectorial, paramétrica, continua e xeral.
2.3. Posicién relativa de duas rectas.
2.4. Posicion relativa de dous e de tres planos.
2.5. Posicion relativa dunharecta e dun plano.

3. Producto escalar
3.1. Definicion de producto escalar. Interpretacion xeométrica.
3.2.  Angulos, moédulos e distancias.

4. Producto vectorial e mixto.
4.1. Definicién de producto vectorial. Interpretacion xeométrica.
4.2. Definicion de producto mixto. Interpretacion xeométrica.

5. Distancias e angulos.
5.1. Ecuacion normal do plano.
5.2. Distancia e angulo entre dous planos.
5.3. Distancia e angulo entre duas rectas.
5.4. Distancia e angulo entre unharecta e un plano.
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Xeometria

Descartes descubriu que € posible transformar os problemas
xeométricos en problemas numéricos mediante a introduccién de
coordenadas.

Partindo dese enfoque da Xeometria, trataremos dous tipos de
problemas no espacio:

Xeometria Ain: Problemas de incidencia e paralelismo entre
rectas e planos.

Xeometria Euclidea: Situacions nas que intervefien o concepto
de distancia e a medida de angulos.

Vectores libres do espacio: V3

Vector libre: Intuitivamente, un vector libre é un segmento
orientado que podemos situar en calquera lugar do espacio.

Un vector libre queda caracterizado cofiecendo:
Médulo: Lonxitude do segmento.
Direccién: A recta que o contén e todalas paralelas a ela.

Sentido: Para cada direccion hai dous sentidos.

Suma de vectores: A suma de vectores libres do plano faise
colocando un dos vectores a continuacién do outro: O vector suma é
0 que vai desde a orixe do primeiro ata o extremo do segundo (outro
xeito equivalente de definir a suma de vectores € mediante a regra
do paralelogramo).

Producto por un nimero: O multiplicar un vector por un nimero
real obtemos outro vector coa mesma direccién, de modulo o
producto do médulo polo nimero e co mesmo sentido do vector
orixinal se o nimero é positivo ou sentido contrario se nimero é
negativo.

Con esas operacioéns os vectores libres do espacio tefien estructura
de espacio vectorial sobre R e chamaré-moslle V2.

Chamarémos combinacién lineal dun conxunto de vectores a
suma deses vectores multiplicados por nimeros. Unha combinacion
lineal de vectores é outro vector.

Nos espacios vectoriais chdmase dimensién ao nimero maximo de
vectores independentes.

Se eleximos tres vectores do espacio con diferentes direcciéns e
gue non estan os tres contidos no mesmo plano, eses vectores son
independentes pois non é posible pofier un deles como combinacion
dos outros dous. A dimensién deste espacio vectorial € pois 3.
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Eliximos tres vectores independentes, que chamaremos base
B ={él,é2,é3} de V° Podemos pofier cada vector do espacio
como combinacién lineal dos elementos desa base:

Vi V3 Pv,v,,vi 1 Rtal quev=v,8, +V,8, + V&,
Dos nimeros v, & e  dicimos que son as compofientes do vector
V respecto da base B.

Unha vez elixida unha base, podemos utilizar, en lugar dun
segmento orientado para cada un dos vectores libres do espacio, as

sUias compofientes (Vl,vz,vs).

Vectores alineados

Definicién: Diremos que dous vectores non nulos estan alineados
cando tefien a mesma direccion.

Teorema:: Se dous vectores tefien a mesma direcciéon, entén
podemos atopar un nimero que multiplicado por un dea o outro.

A implicacién contraria tamén é certa:

V|[wO $ T Rtalquev =1 >w

Demostracion: Se os vectores tefien 0 mesmo senso, 0 nimero é
v ) o
| =— e, se tefien senso contrario, é | =- —.
[ [
S6 temos que ter en conta a definicion do producto dun vector por
un nimero para comprobar que V e | >W tefien o mesmo médulo,
a mesma direccion e 0 mesmo sentido. Son iguais.

Vectores e coordenadas

Chamase espacio afin 6 conxunto E dos puntos do espacio cos

vectores libres V%  Espacio afin® (E, V3 ,+,>).

Fixamos un sistema de referencia: Un punto, que sera a orixe de
coordenadas, e unha base de V°.

As coordenadas do punto P son as compofientes do vector que vai
da orixe a ese punto: P ° (Vl,vz,vs).

®
O vector OP, que vai da orixe a P, chamarémoslle vector de

posicion do punto P.

V2 espacio vectorial:

O diagrama seguinte demostra que a
suma de vectores é conmutativa (cal
guera que sexa a orde da suma, o
vector resultante é a diagonal do
paral elogramo).

Dexeito similar, pédese demostrar que
0S vectores do espacio cumpren
toédalas propiedades que definen a
e<triictira de esnacio vectorial
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ExempIO: Atopar aecuacion do planop
gue pasa polos puntos (2,2,3), (0,1,3) e
(3,2,5).

Solucioén: Utilizamos como vectores de
direccion do plano 6s vectores que van
dun dos puntos 6s outros dous:

\7 = (21213) . (0113) = (2110)
W = (3!275) - (011:3) = (37]12)
Ecuacion vectoria do plano p:
(xy,2) =(013) +a(210) + b(3,12)

ExempIOZ Calculemos as ecuacions
parametrica e xeral do plano p anterior.
Solucién: Ecuacions paramétricas:

x=2a+3b}
y:1+a+by
z=3+2b p
Ecuacion xeral:
=2a+3b
X=<a 'Px-2y=-2+bu
y:1+a+by ¢
/' z=3+2b)
z=3+2b |D
2x-4y-z=-7

Dese xeito, podemos interpretar a terna (Vl,vz,vs) como as

coordenadas dun punto ou como as compofientes do vector de
posiciéon do punto, o que resulta realmente Util a hora de abordar
alguns problemas.

Podemos calcular o vector que vai dun punto a outro simplemente
restando as sUas coordenadas:

® ® ® ® ® ®
OO0 =0P+PO P PO =00- OP

Ecuacion dun plano no espacio

Para descubrir a ecuacion dun plano no espacio temos que atopar
unha condicion que s6 a verifiqguen os puntos do plano.

Partiremos dun punto do plano, P, e de dous vectores contidos no
plano e con distinta direccién, vV e W, que chamaremos vectores
de direccién do plano.

®
Dado un punto xenérico X do plano, o vector que vai de P a X, PX,

estd contido no plano e, polo tanto, pode pofierse como
®
combinacién lineal de v e w: PX = av+ bw

® ® ® _ ® ® R -
OX=0P+PXU OX=0P+a x+b xw

Esa ecuacion s6 a cumpren os puntos do plano: é a ecuacion
vectorial do plano.

Por compofientes, a ecuacion anterior queda:

(% ¥:2) = (PLp2iPs ) +@ V.V, v5) +b X wy,wy, wy)

Sendo (X, y,z) un punto xenérico, (pl,pz,p3) un punto do plano e

(Vl, V2,V3) e (Wszst) son vectores de direccion.

Outras ecuacions dun plano

Desenvolvendo a ecuacion vectorial obtémos outras ecuacions dun
plano no espacio:

X=p, +axv, +bxw, F
y =p, taw,+bxw,y ecuaciéns paramétricas
Z=p;+tax; +bxw,}

Eliminando os parametros a e b obtémor a ecuacion xeral:

Ax+By+Cz+D=0 U Ax+By+Cz=D
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Ecuacidn da recta no espacio

Partiremos dun punto da recta, P, e dun vector coa mesma
direccidn ca recta, V, vector de direccion da recta.

®
O vector que vai de P a un punto xenérico X da recta, PX, ten a

®
mesma direccion ca V (0 que significa que PX =1 >v) e esa
condicion s6 a cumpren os puntos da recta. E a ecuacion
vectorial dunha recta no espacio:
® ® ® ®

®
OX = 0OP+PX U OX = OP+1 >v

Escrita en forma de compofientes, queda:

(X, y,Z) = (p1’p2’p3) + >‘(\/1’\/2’\/3)

Onde (X, y,z) € un punto xenérico, (pl,pz,ps) € un punto da recta

e (Vl, V2,v3) € un vector de direccion.

Outras ecuacions da recta

Desenvolvendo a ecuacion vectorial obtemos outras expresions da
ecuacién dunha recta no espacio:

operando le = p1+ I )Vl
(x, y,z) = (pl,pz, p3) + ><(v1,v2,v3) VY@ 1y =p, +1 W,
fz=p,+1 x,
Expresion que recibe o nome de ecuaciéns paramétricas.
Despexamos o | encada unha das ecuaciéns:

I =y- pZ
V2

I :Z- p3
V3

Igualando obtemor as ecuaciéns continuas da recta:

X-P1_Y-P2 _Z-Ps
\' Vv Vv

1 2 3

Tendo en conta que unha recta queda determinada pola interseccién
de dous planos, tamén podemos describir unha recta mediante un
sistema formado polas ecuaciéns deses planos:

p° Ax+By+Cz+D=0 [ . » < darect
pe° AX+Bg +C@ +D¢= O% cuacions xerais da recta.

Matematicas Il

ExempIO: Atopar a ecuacion da

recta que pasa polos puntos A(1,0,-
3) eB(3-22).

Solucién: Un vector de direccion da
recta € o vector A(\BB:
V=(3-22)- (10,-3)=(2-25)
Ecuacion vectorial darecta:
(xy,2)=(10,-3) + 1 (2- 25)

Exemplo . Ecuacions parametricas,

continua e xeral de:
(xy,2)=(10,-3) +1(2- 25)

Solucion: Ecuacions paramétricas:

x=1+2l
y=-2 y
z=-3+5lp
Ecuacions continuas:
| _x-1d
2
Lo Px-1_y z+3
2 Y72 T2 s
I_z+3.|.
5 b
Ecuacions xerais:
x=1+21 {i 4
|, x+y=11u
y=-2 y ) _
AT S 115
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Exemplo:
p° 2x+4y-2z=6 U
pe° -3x- 6y +3z=- 9}
2 4 -2 6
-3 -6 3 -9

Exemplo:
p° 2x+3y- 4z =1 ‘2 3

10
p¢® -x+5y-z=3p|-1 5

Exemplo:
p° 2x+4y-2z=6 U
pe° -3x- 6y +3z=-1)
2 _4 _-2 6

3 -6 3 -1

Posicion relativa de dous planos

Dous planos no espacio sé poden adoptar 3 posicions relativas:
Cortarse nunha recta.
Ser paralelos.
Ser coincidentes.
Sexan p e p' dous planos no espacio de ecuacions xerais:
p°Ax+By+Cz=D p(° Ax+Bly+Cz=DC
Estudiar a sUa posicion relativa equivale a resolver o sistema:
Ax+By+Cz=D
A&+By+Ce = D@

E dun sistema de 2 ecuaciéns e 3 incognitas, poden darse os
seguintes casos:

Rango(A) = rango(M) =1, sistema compatible indetermi-
nado. As soluciéns dependen de 2 parametros (ec. paramétrica
dun plano): Os planos son coincidentes.

Unha das ecuacidns obtense multiplicando a outra por un
ndmero. Os coeficientes A, B, C e D son proporcionais:

B _C D
Ac B C¢ D
Rango(A) = rango(M) = 2 sistema compatible indetermi-nado.
As solucions dependen de 1 parametro (corresponden a

ecuaciéon paramétrica dunha recta). Os planos cértanse nunha
recta.

p=pcU

[Rango(A) = 1] 1 [rango(M) = 2], sistema incompatible. Os

planos son paralelos. Neste caso os valores dos coeficientes de
X, Y € z dos planos son proporcionais pero non asi os termos
independentes:

A B C L D

plped BT b

Feixe de planos

O conxunto de tédolos planos que se cortan nunha recta forman un
feixe de planos.

Sexan B e [’ dous planos distintos dese feixe, con ecuacions:
p°Ax+By+Cz=D
pt® Ax+Bly +Cz = DC
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A interseccién deses dous planos é a recta comin a todos os
Ax+By+Cz+D =00,

planos do feixe: 54 | Bg/ + C + D¢= 0%

Engadindo a ese sistema a ecuacion de calquera outro plano do
feixe, a solucién non varia (segue a ser a recta r), o que sé pode
ocorrer se a ecuacion dese plano € combinacién das ecuaciéns de
P e O polo tanto, a ecuacion dun plano calquera do feixe sera:

Exemp|0: Ecuacion do feixe de
planos que contén 6s planos:
p°2x-4z=1 U

h°a(Ax+By+Cz+D)+b(A¢(+B(y+CGz+Dq)=0 pe X +5y - z =0}
Para non ter que manexar dous parametros, consideramor a Soludion:
posibilidade de que a sexa ou non 0: he a(2x- 4z- 1) +b(x +5y- 7] =
hoj[alob Ax+By+Cz+D+b(A¢(+B(§/+CcIZ+D<} 0 ho | 2x- 4z~ L+t{x+5y- 7)=0

|2x y-4z-1=0
ta=o0op A¢(+B¢/+CqZ+D¢_o

b
Facendo — =t obtémor a ecuacién do feixe dependendo dun Unico
a

parametro t (6 darlle valores o t obtéfiense tddolos planos do feixe
agas o [

Ho LAx+By+Cz+D +{Ak+Bg +Ce+DJ = 0
{ Ak +Bg + C + D¢= 0

Posicion relativa de duas rectas 5
Duas rectas no espacio poden adoptar 4 posicions relativas: ><
- Cortarse nun punto. I,
Ser paralelas. \
Ser coincidentes.

Cruzarse: As rectas tefien distintas direccions pero, 6
non estar no mesmo plano, non se cortan. r

Sexan r; e r, ddas rectas no espacio de ecuaciéns xerais:

. 1A1x+Bly+Clz D1 o;A Xx+B,y+C,z=D,
1” }Agc+Bgy + Cgz=Dg © 1Agx+Bgy+cgz DQ:

Estudiar a sUa posicion relativa equivale a resolver o sistema:

p°Ax+By+Cz=D, U
pe> A +Bfy + C =D¢ |
ho A2x+Bzy+sz:D2>[/
hee Agx +Bgy + C¢z =D},
E un sistema de 4 ecuacions e 3 incognitas que corresponden as
ecuacioéns de 4 planos que se cortan dous a dous nunha recta.

Poden darse os seguintes casos (0s rangos son, polo menos, 2):

Matematicas Il: Xeometria do Espacio 55



Exemplo:

Posi ci on relativa das rectas:
=Y 1 =z €go L]'—y =Z

2 -3 4 2 6
Solucioén:

=(010) |u ®l 1 06
Q= (100) y® A=G2 -3 1F
‘fz(z 31) | 4 2 65
W = (426)b

Estudiamor o rango damatriz A:
)|1 0b Rango(A): 1

§
g ;31 0b Rango(A)? 2

1=0 P Rango(A)=2

Os vectores de direccion non tefien
as componentes proporcionais:
-3, 1
- 4 2 6
Asrectas tefien que cortarse.

Rango(A) = rango(M) = 2, sistema indeterminado. Os planos

h e ht pertecen o feixe de planos que determinan Be P'. As
rectas tefien que ser coincidentes.

Rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible determinado.

As rectas cortanse nun punto.

[Rango 2] [rango = 3], sistema incompatible. Os

planos h e h( son paralelos a planos do feixe que determinan [0
e 0. As rectas son paralelas..

[Rango 3] [rango = 4], sistema incompatible., h e

ht non pertecen 6 feixe que determinan B e '. As rectas tefien
direccions diferentes pero non se cortan, crizanse.

Tamén podemos estudiar a posicién relativa de duas rectas, r e s,
mediante a matriz:

r (pyPyPa)+1 (Vuvyv,) o Pr- % P2~ G Ps- Q50
® ¢
) (ql’qqu)* n(Wl’WZ’W3))t; 8 Vv, Vv, V3

Temos as seguintes posibilidades:
Rango 1: Rectas coincidentes.

Rango 2: As rectas cortanse (vectores de direcciébn non
alineados) ou son paralelas (compofientes dos vectores de
direccién proporcionais).

Rango 3: As rectas crlizanse.

Posicion relativa dunha recta e
dun plano

Unha recta e un plano no espacio poden adoptar as seguintes
posiciéns relativas:
Cortarse nun punto.
Ser paralelos.
A recta estar contida no plano.
Sexan r unha recta e p un plano no espacio de ecuacions xerais:
iAX+By+Cz =D
° i ep°Ex+Fy+Gz=H.
1Ak +By +C¢ =D¢C

Estudiar a sUa posicion relativa equivale a resolver o seguinte
sistema de tres ecuacions e tres incognitas (o rango é polo menos 2
por ser as duas primeiras as ecuacions dunha recta):
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Ax+By+Cz=DU
A&+B§ +Ct = D&
Ex+Fy +Gz=H
Poden darse as seguintes posibilidades

Rango (A) = rango (M) = 2, o sistema ¢é compatible
indeterminado. A recta esta contida no plano 6 sistema ten
infinitas soluciéns).

Rango(A) = rango(l\/l) = 3, sistema compatible determi-nado.

A recta e o plano cértanse nun punto (solucién Unica).

[Rango(A) = 2] 1 [rango(M) = 3], sistema incompatible. A

recta e paralela 6 plano (non ten solucién).

Producto escalar de dous
vectores

Dados dous vectores libres do espacio, v,wi V2 definimos o seu
producto escalar como:

f

f0 se V=0 ou w=0

s
-
ol

o = v|><{w|><cos(a) se Vv e

O producto escalar de dous vectores é igual 6 producto dos seus
moédulos polo coseno do angulo que forman (observa que o producto
escalar de dous vectores € un nimero).

Interpretacion xeométrica: O valor absoluto do producto escalar é
0 producto do médulo de un pola proxeccion do outro sobre el:

Vo] = [proxW (\7)]>+VT/| = [proxv(\Tv)] Y]

Demostracidon: S6 hai que ter en conta que segundo a que
cadrante perteneza o &angulo a, a proxeccibn de V sobre w,
Prox (\7) sera (ver figuras):

1. 0£a £90 b prox; (W) = |W|xcos(a)
2. 90£a £180 b prox, (W) =|w|cos(180- a) = - |W|cos(a)
3. 180 £a £270 b proxy(w) =|w|cos(a - 180) = - |w|cos(a)

4. 270 £ a £ 360 b proxy(w) =|w|cos(360- a) = |W|cos(a)

Polo tanto: [V | = [prox\;V (\7)] Aw| = [proxv(vﬁ)] M

_).

W

a v
—>

O<ig90

=, = e T
ﬂ PILX W)= W] vusled
s
/N 3

SD<wvs 180

;= - - N
W PIex gy Wisw|-cos(180-c0)=- w|-cas(o)
v
(5
A9 -
v

—1

180<ag270

pmxv[\?u'}—h'u'rcos[uc THCI- W nesio)

27020< 380

C T
w prax {wI=|W|-cos(260-x)
T ki
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27 -
v

Yy
w

Vectores parpendicularas

-
W

&

Propiedades do producto escalar
V3

1. E conmutativo: " v, w1

S6 hai que ter en conta que COS(a) = COS(360 - a).

|

2. "v,w,ni V3 \7><(\7v+ﬁ)=\7x\7v+\7>ﬁ

!

3. "Wl VP "al R Vxax)=axiw
4. Dous vectores non nulos son perpendiculares se e s6 se 0 seu

producto escalar é 0.
Demostracion:
“p “ Se dous vectores son perpendiculares, o coseno do angulo que
forman é 0 e, polo tanto, o seu producto escalar tamén
“U“Sexanv1 O,w?! 01 V? tales que v>w = 0:

vo0 {0

|\7| >f\7v| ><cos(a) - 0% %Y b3e cos(a) =0b VW

Base ortonormal

Dada unha base B ={él, éz,é3}dos vectores libres do espacio,

diremos que é ortonormal se cumpren as condicions:

1. "i=123 & =1

2. "i=123 "j=123 seiljp & =0

Intuitivamente unha base ortonormal é a que esta formada por
vectores de modulo 1 e perpendiculares entre si. No sucesivo,
suporemos que tédalas bases son ortonormais, non sendo que se
indique o contrario.

Expresion analitica do producto
escalar

Sexan os vectores libres V= A >§1 +v, >§2 +V, >63 e
W =W, >, +W, e, +W, >6, expresados coma combinacién

lineal dos elementos dunha base B = {él, éz,és} .
Vo = (V) X8+, 58, vy X8y ) Wy ) W, €, + Wy %y )

Utilizando a propiedades 2) do producto escalar, queda:
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= (Vl Xél) "(Wl e+ Wy Xy +Wg ’és) +
(Vz Xéz) >‘(W1 X1 +Wp %€ + W3 ’és) +
(Vs "53) >‘(W1 X@1+Wp € + W3 xés) =
= (Vl Xél) X(Wl Xél) +(V1 Xél) X(Wz xéz) +(V1 Xél) >‘(W3 Xé3) +
(Vz "éz) X(Wl "él) +(V2 xéz) X(Wz "éz) +(V2 "éz) X(Wa Xéa) +
(V3 xés) "(Wl xél) + (V3 "53) >{W2 Xéz) + (V3 Xés) "(W3 xé3) =
Pola propiedade 3) obtemos:
= (vyow,) &, %€,) + (v, xw,) (&, €
(Vo w,) (€, 7,) + (v, ow,) (@, %€, ) + (v, oW, ) (&, x&; ) +

(v 2w,) x(&5 7€) + (v3 ) (

N
S—
+
—_—
<
-
z
S—
XL
D!
[N
&
w
S—
+

Se a base € ortonormal, €, >, = 1e &€, =0 (i 1 j), resulta:

(Vi Voo vg ) Wy, Wo W) = vyow, + v, 5w, +vg g

Modulo dun vector

Dado un vector V = (Vl,vz,v3 ) podemos calcular o seu modulo

utilizando o producto escalar :
Vo = [V 4 >cos(0) = [v° b [ =V

Por componentes e se a base é ortonormal, resulta:

|(V1’V2'V3)| :\/(V1’V2 )<Vl Vo, V3 \/Vl +V2 + 32

Interpretacion xeométrica: O mddulo dun vector corresponde a
sUa lonxitude. O vector é a diagonal dun ortoedro de dimensions v,
V, e V. Para calcular a sua lonxitude aplicamos Teorema de

2
., 2 2 2 2 2 2 =
Pitagoras: Iz\/g‘?/vl +V, 9 +V, =\/V1 +v," + v, =|v|
a

Angulo de dous vectores

Dados V :(Vl,vz,v3) e W :(Wl,wz,wg), podemos calcular o

coseno do angulo que forman utilizando o producto escalar:

Vi =|V| 4w xcos(@) b cos(a) = oW

1%

Matematicas Il:

ExempIOZ Calculo do producto escalar
dos vectores (-1,4,3) e (6,3,-2)
Solucioén:
(-143)46,3-2) =
-1x6+4x3- 3%x2=0

Como o producto escalar € 0, 0s
vectores son perpendicul ares.

2
>
VI
v,
Exemplo:
M ddulo do vector (-2,1,2)
Solucion:

(-212)| =y(-22 +12 +22 =3
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Exemplo:

Coseno do angulo que forman os
vectores (2,-6,3) e (-2,1,2)

Solucién:
(-212) =(-22 +22 +22 =3 |
(2-6,3)| =42 +(-6)? +32 =7£’/
|

(-212) {2-6,3) =-4

cos(V, W) =

Exemplo: pistanciaentrep(1,-3-2) e
Q@251
Solucion:

P®Q =(25]) - (1-3-2) =(18-3)

dP,Q) =‘P®Q‘ =12+ 82 +32 =74

Por compofientes obtemor a expresion:

Vi PW, +V,0W, +V, dW,

COS(a): 2 2 2 2 2 2
\/vl +Vv," +v, >c\/wl +w,” +w,

Ecuacion normal no plano

Sexa P = (pl,pz,pg)un punto do plano e N = (nl,nz,n3) un vector
perpendicular 6 plano.

Un punto xenérico do plano, X=(x,y,z), caracterizase porque o vector
® ® ®
gue vai de P a X, PX = OX- OP, esta contido no plano e, polo

tanto, é perpendicular 6 vector n:

Por compofientes queda:

[(x,y,z)- (pl'p2-p3)] ><(n1,n2,n3) =0

Expresion que recibe o nome de ecuacién normal do plano e o
vector N o de vector caracteristico do plano.

Desenvolvemos a expresién anterior obtemos a ecuacion xeral:
X+ N,y +nN;z=np, +n,p, +np; U Ax+By+Cz=D

polo tanto, os coeficientes de x, y € z na ecuacién xeral do plano
son as compofientes dun vector perpendicular 6 plano.

Distancia entre dous puntos

Definimos a distancia entre dous puntos P e Q do espacio como
0 modulo do vector que vai dun 6 outro:

® ®
0Q- OP

d(P.Q) = pQ =

Por compofientes :

P = (p1,p2.p3) U
y

dP,Q) =|(or.d5,02 ) - (p1,05,
Qz(%Qz,OIs)p (P.Q) |(q1q2CI3) (plp2p3)|

dP.Q) = (a1~ py)* + (a2 - po)* +(as - ps)?
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Producto vectorial

Sexa B = {él, éz,ég} unha base ortonormal de V2 e sexan vectores

V= (Vl,vz,v3) ew= (Wl,WZ,WS) dous vectores de V°.

Definimos o producto vectorial de v e w, que se representa por
v Uw, como o vector que se obtén pola expresion:

€,
€3 =|V, V, Vg
W, W, W

Vo, V3
w w

Vi V3
W, Wi

\ \'
€, 1 2

1 +

VUw=

2 3 1 2

Fixate que o Ultimo determinante non € realmente un determinante
(os elementos da 12 fila non son nimeros), s6 é unha expresién para
lembrar como se calcula o producto vectorial.

Propiedades do producto vectorial

v,wi V3

1. Anticonmutativa: ' U
2. Distributiva: " a,b,¢1 V® aC (B+E) =aUb+aUg
nm - 1 ~

3. vwi V3 al R (a ><\7) U\Tv:a><(V/U\7v)

4. Dous vectores tefien a mesma direcciéon se, e s6 se, 0 seu
producto vectorial é O.

5. [V UW| = || 4| xsen(a)

(VORNT (VOR)M O Ix(7 W) = W {9 UW) = 0

Interpretacion xeométrica:

O moddulo do producto vectorial de dous vectores € igual a
area do paralelogramo que determinan:

Area=|v|* =|V|Aw|>sen(a) =|v Uw|
A direccion é perpendicular 6 plano que contén os vectores.

O sentido ven dado pola regra do sacacorchos.

Producto mixto

Dados a=(a,a,a,), b=(b,b,b;) e ¢€=(c,c,c,).
vectores de V2. Definimos o seu producto mixto como o producto
escalar de a polo producto vectorial de b e c:

ExempIO: Producto vectorial dos
vectores (-1,4,3) e (6,3,-2)

Solucion:
e e, e
(-14,3)0(6,3,-2)=-11 4 3=
6 3 -2

3| 1 3|}1 48
3 -2|6 -26 3

(-143)U(6,3-2) =(-1716,- 27)
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A

' i=(A B.C}

[5’5’6]=é><606):(a11a21a3)§bz Dy| _|by bs| by b,|0_
(:2 (:3 (:l (:3 (:l (:2 7]
a, a a
b, b b, b b, b ot
Al | 2l e Tl o [T Pe Ps
2 3 1 3 1 2 Cl C2 C3

Interpretacion xeométrica: O valor absoluto do producto mixto de
tres vectores é igual 6 volume do paralelepipedo que determinan

eses vectores: V =A h.

paralelepipedo base

Ademais A

base

_ |5 U?:| e h = proxg (&) =|a|xcos(a):

[2:6.6]|=[a 4o U cos(a) = nofp | =hxa, = v

base

Distancias a un plano

Distancia dun punto a un plano: A distancia dun punto
P=(p1,p2,p3) a un plano p ° Ax+By+Cz+D=0 ¢é a
distancia de P & sUa proxeccién ortogonal sobre o plano.

®
A distancia é igual & proxeccién do vector QP (Q un punto calquera

do plano) sobre n (vector normal 6 plano):

®
® 0_ QP )ﬁ‘ _ H(pl;p21p3) - (qlququ)] %A,B,C)‘
prOXﬁSQPE’_ |ﬁ| ‘ _| \/A2 +B%+C? | g

_ |A1p1+ Bp, +Cps - (A1Q1 +Ba; +Cq3)|
d(P,IO)—| «/A2+BZ+C2 |

Dado que Q é un punto do plano, verifica a stia ecuacion:
A>q, +B>q, +C>q, +D=0P A>q, +B>qg, +C>q, =-D

A expresién da distancia queda:

=|A1p1 +Bp, +Cp; +D|

d(P,p)
| /Az +B2 +C2 |
Distancia entre dous planos: Cando se cortan ou son

coincidentes, consideraremos que a distancia é 0.
Se son paralelos, a distancia entre eles sera igual a distancia dun

punto calquera dun dos planos 6 outro.

Distancia entre unha recta e un plano: Se a recta corta o plano
ou se esta contida nel, consideraremos que a distancia é 0.
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Se a recta é paralela 6 plano, a distancia sera igual a distancia dun
punto calquera da recta 6 plano.

Distancia dun punto a unha recta

Definimos a distancia dun punto P = (pl,pz,ps) a unha recta r

como a distancia de P a sta proxeccion ortogonal sobre a recta.

Para calculala basta ter en conta que a distancia de P a r coincide
®
coa altura do paralelogramo formado polos vectores QP (Q un punto

calquera da recta) e V.

A altura do paralelogramo é igual & stia area dividida pola base:

® N~ -
QPUY,
d(P,I’) = T

Distancia entre dldas rectas

Rectas que se cortan ou coincidentes: A distancia é 0.

Rectas paralelas: A distancia sera igual a distancia dun punto
calquera dunha das rectas & outra.

Rectas que se cruzan: A distancia entre elas sera a distancia
minima entre 0s seus puntos.

Un xeito de calculala é atopar a ecuaciéon do plano que contén a
unha das rectas e é paralelo & outra. A distancia desa recta 6 plano
coincide coa distancia entre as rectas.

Un segundo método é semellante 6 correspondente a distancia dun
punto a unha recta pero utilizando o producto mixto.

A distancia entre as rectas r e r’ é igual & altura do paralelepipedo

®
gue determinan os vectores QP (P e Q puntos de r e r'), V (vector

de direccién de r) e V( (vector de direccién de r) e, polo tanto, é o
volume do paralelepipedo dividido pola area da base:

ST= plane contarde ar

& parakloa

Exemplo . Distancia entre rectas que
Se cruzan:

Solucioén: Calculamos a ecuacion do
plano contendo ar e paralelo ar’:

P(1.,-2,3) un punto, V(112) e
V{- 11- 1) vectores de direccion:
x=1+a-b IU
y=-2+a+by3x+y- 2z=-5
z=3+2a- bp
Distanciader’ 6 plano:
_|3><0+4— 2+5| 7

d(r%)_|\/32 +124(- 12 | "L
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Angulos

Angulo entre dous planos que se cortan: Dous planos coértanse
formando un diedro.

O angulo que forman os planos p ° Ax+By+Cz=De
pt°® Ax+Bly+C@Z=DC( é o menor dos angulos diedros que
forman.

O coseno dese angulo coincide co valor absoluto do coseno dos
vectores caracteristicos dos planos:

cos(p p - | AAC+BBG+CCE |
| 2 4B +C2JAE +B¢ +cc?|

Angulo entre ddas rectas que se cortan: E o menor dos dous
angulos que forman.

se V=(V,,V,,v,) e V(=(v§,vg, V) vectores de direccion das
rectas r e r'. Segundo sexan os sentidos de V e V(, o angulo que
forman é igual 6 angulo das rectas ou o complementario.

En calquera caso, o coseno do angulo que forman as rectas
coincide co valor absoluto do coseno do angulo que forman os
vectores de direccion:

| vty v vg |

‘\/v +V,2 + V2V +vg + v ‘

cos(r,r§ =

Angulo dunha recta e un plano que se cortan: E o angulo que
forman a recta e a slia proxeccion ortogonal sobre o plano.

Se V= (Vl,vz,vg) é un vector de direccion darectae n = (A, B, C)

€ 0 vector caracteristico do plano, o angulo que forman eses
vectores € complementario do que forman a recta e o plano. Tendo
en conta que o coseno dun angulo é igual 6 seno do
complementario, temos:

oS
n
A

\ o

<+
h

Av, +Bv, +Cv;, ‘

sen(r,p) =|cos(\7,ﬁ)| :‘«/Az TBliC] \/v 2oyl 4y 2‘
1 2 3
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Probl emas F esol t 0s

1 Dados os vectores (2,2,-1) e (-1,1,0), pidese:
a) Comprorba que son ortogonais.

b) Atopa outros dous vectores coas mesmas direccidns cds anteriores e que tefian médulo 1

c) Atopa outro vector que forme cos do apartado anterior unha base ortonormal de V*

Resolucion: Dous vectores son ortogonais se, e s6 se, 0 seu producto escalar é 0
a) VWO Vv>w =0® (22-1)(-110) =2X-1) +2x+(-1)>0 =0  Son ortogonais.

b) Para obter un vector coa mesma direccion ca outro e con médulo 1 sé temos que multiplicar o vector
polo inverso do médulo:

(22-1) =22 +22 + b V= 3(22 1)=ae_?3,_1+ ten modulo 1
3 €33 3@
a1
(-120)| T+12+0% = 110
= (-9 W= (- 110) =

O_ ten modulo 1
AL

¢) Un vector que forme cos anteriores unha base ortonormal ten que ser perpendicular a eles e ter modulo
1

Lembra que o producto vectorial de dous vectores é outro vector perpendicular a eles

3
: 2 -4 ®1 1 40

é % ] 11% 3| &€342'342 3424
. — 0

Ese vector xa ten modulo 1 porque o médulo do producto vectorial de dous vectores € o producto dos
médulos (neste caso 1 e 1) polo seno do angulo que forman (e sen(90°=1). Comprobémolo

el 1 4 el 6 =216 =406 1 16
o ) , 45 = ¢ = +(‘, = +(;, - = |—+— =1
&342 342 32 &32g &3J/2g é&3V2g 18 18 18

2 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:

a) Plano que pasa polo puntos (2,-1,0), (1,1,5) e (3,0,4).
b) Plano que pasa polo punto (1,-5,2) e é paralelo 6 plano 2x+3y+z+5=0

¢) Plano que pasa pola orixe de coordenadas e contén a recta (x,y,z)=(1,1,2)+t(-3,1,4)

Resoluciéon: Dependendo dos datos sera mais doado partir dunha ecuacién ou doutra. NOs partiremos
sempre da ecuacion vectorial ou da normal.

a) Ecuacion vectorial do plano: (x, y,z) = (pl,pz,p3) +a >‘(v1,V2,V3) +b ><(W1,W2,W3)
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Necesitamos un punto do plano (pode ser calquera dos tres) e dous vectores de direccién (os que van dun
punto Gs outros dous):

v=(2-10)- (304)=(-1-1- 4) W =(115)- (3,04)=(-211)
(x,v,2) =(304) +ax-1-1-4) +b - 2,1])
X=3-a- 200 jaou0a@ x+2y=3- 3a(

y=-a+b y _
2=4- 4a+b, 3-22@ z-y=4- 3a §

X+3y-z=-1

b) Ecuacion normal do plano:

[(X,y,z) - (plipz’ps)] ><n11n2,n3) =0

Sabemos ademais, que dous planos paralelos tefien 0 mesmo vector caracteristico, (2,3,1), polo que a
ecuacion do plano que buscamos sera:

[(xy.2)- (1-52)]4(23.1) =0 ® 2x+3y+z+11=0

¢) Ecuacion vectorial do plano: (X,Y,z) = (py,P,,Ps ) +a Vi, V5, V) +b {wy,w,,wy)

Necesitamos dous vectores de direccion: Un pode ser o vector de direccion da recta e o outro o vector que
vai da orixe a un punto calquera da recta .

v=(-314)

i = (112)- (000) = (12)

X,y,2) = (OOO) +ax-314) +bx112)
12-22® x- y=-4al

y=a+tb Y 5a5..a oy = X- By+2z=0
o 32O 72y 2ah

3 Atopa a ecuacion xeral dos seguintes planos:
a) Plano que contén 0s “eixes” de coordenadas OX e OY.
b) Plano gue pasa polo punto (0,-2,1) e é perpendicular & recta: (X, Y, Z) = (5,- 12) +t(12,- 1)
¢) Plano que pasa polo punto (1,2,3) e é perpendicular a recta de ecuacion:

IX-3y+z-5=0
%2x+y— z=-2

(o]

Resolucién: a) As ecuacions dos eixes OX e QY son:
OX ° (xy,2) = (0,0,0) +t(10,0)
OY ° (xy.z) = (0,0,0) +t€0,10)

O plano que buscamos é o que pasa pola orixe e ten por vectores de direccién 6s vectores (1,0,0) e (0,1,0):
(xy.z) = (0,0,0) +a(10,0) +b (0.10).
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Outro xeito é ter en conta que un vector caracteristico dese plano é o vector unitario coa direccién do eixe
oz: i =(0,0,1)

A ecuacién do plano sera: [(x, Y, Z) - (0,0,0)] X(O,O,l) =0® z=0

b) O vector de direccidn da recta é un vector caracteristico do plano que se pide, polo tanto:

[(xy.2)- (0-21)]12-1) =0® x+2y- z+5=0

c) As ecuacions xerais dunha recta corresponden a dus planos que, 6 cortarse, determinan esa recta.
Polo tanto a recta esta contida en cada un dos planos e o0s vectores caracteristicos deses planos son
perpendiculares 6 vector de direccion da recta: Eses vectores son vectores de direccion do plano que

buscamos: p ° (X,y, Z) = (12,3) +a(l- 3,1) + b(2,1,- l)

Outro xeito de abordar o problema é atopar un vector de direccién da recta que, polo dito antes, é un vector
perpendicular 6s vectores caracteristicos dos planos. Ese vector pode ser o producto vectorial dos
vectores caracteristicos:

_ #1 Qz € . - .
v=l1l -3 1|=2e,+3e,+7e, U v=(2,3,7)
2 1 -
A ecuacion do plano sera: [(x, Y, Z) - (l2,3)] ><(2,3,7) =0® 2x+3y+7z-29=0

4 Atopa a ecuacién das seguintes rectas:
a) Recta que pasa polos puntos (1,4,-1) e (2,-1,0).
b) Recta perpendicular 6 plano 3x-y+2z-4=0 pasando polo punto (0,1,5).

S IX-2y-3=0

¢) Recta pasando polo punto (3,2,1) e paralela a recta: %X +ay-z=1

Resolucion: Partiremos da ecuacion vectorial da recta, (X,y,z) = (pl,pz,p3)+t><(vl,v2,v3), ou da

X-Py_Y-Pp _Z-P
vy v, Vs

ecuacion continua, 3 | polo que debemos atopar un punto da recta e wn vector de
direccion.

a) V= (14,-1)- (2-10) =(-15-1) ® r° (xy,2) =(2- 10) +t(- 15 1) Ecuacién vectorial.

Xiz_t i 5X +y = 9] iy . X-2 _y+1_ z g .

y =-1+5t _ Ecuacions xerais —— ==——=— Ecuacién continua.
Y X-2=2

z=-t b -1 5 -1

b) O vector caracteristico do plano é un vector de direccién da recta. Polo tanto:

ro (x,y,z) = (0,],5) +t(3,- 12) Ecuacion vectorial. é = Ll = Ecuacion continua.
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¢) O vector de direccién da recta que buscamos ten que ser perpendicular 6s vectores caracteristicos dos
planos que aparecen na ecuacion xeral de r.  Polo tanto, podemos usar, como vector de direccion, o
producto vectorial deses vectores caracteristicos:

|

e

[

v=|{1 -2 0|=26, +é,+66, 0 v=(216)
4

1

1 -1

x-3_y-2_z-1
1 6

A ecuacién continua da recta sera:

5 Estudia para que valores do parametro k, o seguinte sistema ten mais dunha solucién e, nese caso, dar
unha interpretacion xométrica das solucions.

X - ky+kz=k1|',]
-x+ky+z =1y
x+y+kz:k'b

Resolucién: Dado que é un sistema 3x3, para que tefia mais dunha solucibn é necesario que o
determinante de A sexa 0.

1 -k K
-1 k =k?- k-k-k?-k?-1=-k?-2k-1
1 1 K

-k?-2k-1=0bP k=2i— “4'4=-1

-2

Comprobamos que efectivamente ten mais dunha solucion (tamén pode ser incompatible) estudiando os
rangos:

&l 1 -16

A= é—ll -11 11: O seu rango é 1 porque so ten unha fila independente (a 32 é igual & 12 e a 22 é igual &
B}

12 multiplicada por -1).

el 1 -1-16
M=¢1 -1 1 1+ OrangodeM tamén é 1 polas mesmas razéns.
§1 1 -1 -15

O sistema é compatible indeterminado e o grao de indeterminacién é 2. A soluciéon do sistema
corresponde & interseccién de tres planos coincidentes, 6s puntos dun plano.

6 Estudia a posicion relativa dos seguintes planos en funcion do parametro k:

pp° kx+2y+3z=1
P, © x+(k+1Dy+3z =k
p3 ° (k+)x+3(k+1)y+9z=2

Resolucién: Estudiamos cal é a interseccién dos planos segundo os valores de k:
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kx+2y+3z= 1} & k 2 30 & k 2 3 16
X+ (k +1)y+3z = ky A=¢1 k+1 37 M=%1 k+1 3 k:

(k+Dx+3(k+ Dy +9z = 2p &+1 3k+3 9p &+1 3k+3 9 20
k 2 3
1 k+1 3[=-3k*+9k- 6
k+1 3k+3 9
. . 3+49-8 k=2
-3k +9k-6=00 k?-3k+2=00 k=—r—= 1
2 Tko =1

Casol: k! 2 e k! 1 Sistema compatible determinado, os planos cértanse nun Gnico punto.
Caso II: k=2

2x+2y+3z=1§ @2 2 3¢ ® 2 3 1
x+3y+3z=2y A=%¢ 3 37 M=¢1 3 3 27
3x+9y+9z = 2 8 9 9 9 9 25
2 2

‘1 3‘:6-2=410l:> rango(A) = 2

2 2

1 3 2=12+12+9-9-36-4=-161 0b rango(M) =3
3 9

O sistema é incompatible, os tres planos non tefien ningn punto en comun.

Fixandonos na matriz do sistema vemos que a 22 e a 32 filas son proporcionais, agas 0s termos

independentes (os vectores caracteristicos dos planos 2° e 3° tefien a mesma direccién), polo tanto eses
dous planos son paralelos.

Caso lll: k=1
x+2y+3z=1{ a 2 30 & 2 3 10
x+2y+3z=1y A=% 2 3T M=% 2 3 1
2x+ 6y +9z = 2h © 6 95 6 9 20
x+2y+3z= 1§ al 2 3¢ a 2 3 1c
x+2y+3z=1y A=% 2 33 M=¢1 2 3 17
2x+6y+9z = 2] © 6 9p © 6 9 25
1 3_9.6=310p rango(A) = 2
2 9
1 3
1 3 1 =0 (ten du asfilas iguais) P rango(M) = 2
2 9 2

O sistema é compatible indeterminado. E evidente que a 22 ecuacion € igual & 12, pero tifiamos que
estudiar os rangos para everiguar se o sistema € compatible ou non.

A solucion é a recta interseccién do 1° plano (ou o 2° pois son 0 mesmo) e o 3°.

7 Estudia a posicién relativa das seguintes rectas:

ro‘1x+3y—z=1 so‘1—x+y—22=3
%2x-y+z:-2 %2x+3y-2221
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Resolucién: Coas rectas en forma xeral, o xeito mais doado é estudiar o rango das matrices A e M.
Farémolo por Gauss:
&l 3 -1 16 da 3 -1 16 da 3 -1 10 a 3 -1 16
c2 -1 1 -2+ 221%C0 -7 3 -4+® ¢c0O -7 3 -4+® ¢c0 -7 3 -4~
-1 1 -2 377 341aG0 4 -3 477 3a9+244G0 0 -9 127 0 0 -9 12
2 3 -2 1g 4012280 -3 0 -1y 429-22880 0O 9 55 443280 0O 0 -7y

Vemos que rango de A é 3 e o rango de M é 4, polo tanto as rectas crdzanse.

e calcula a

i +v- = x-1 +1 z- 2
8 Estudia a posicion relativa das rectas r ° |12X y-2z=1 es?®© = Y =
13x+2y-z2=2 -6 8 -2

distancia entre elas no caso de que non se corten.

Resolucién: A posicién relativa de duas rectas podemos estudiala a partir do rango da matriz:

®.°01 P2~ G2 Ps~ 030 (pp,p,) e (0,0,0;) son un punto de cada recta.
A=C v, v, 20

g Wl WZ W3 Q

(Vl,vz,vg) e (Wl,WZ,W3) son vectores de direccion das rectas.

Fixate que o determinante desa matriz € o que aparece no numerador da formula para calcular a distancia
entre ddas rectas que se cruzan:

dferd [Py~ GuPe - Goips - o) (VarVarvs ), (i i, )|

| |(vl,v2,v3) U(Wl,WZ,W3)|
Rango(A)=1, as rectas son coincidentes.

Rango (A)=2, as rectas cértanse (0s vectores de direccion son independentes) ou son paralelas
(un dos vectores de direccion € igual 6 outro multiplicado por un nimero).

Rango(A)=3, as rectas crizanse.

Empezamos por atopar un punto e un vector de direccién de r resolvendo o sistema e obtendo as ecuaciéns
paramétricas da recta:

21
3 2

12x+y-2z=1

}3X+2y-z:2 =4-310® i3x+2y=2+t U Ty=1- 4t

‘ b 2x+y=1+2t }x=3t
) z=t tz=t

°|

Un punto da recta é (0,1,0) e (3,-4,1) é un vector de direccion.

i1 -2
. =-4+4+6=210b rango(A)3 2
® -2 20 :‘3 '4‘ e
A=G3 -4 1@ (|1 -2 2
&6 8 -25 113 -4 1/=0b rango(A)=2
-6 8 -2

s=-2 ><\7r), as rectas son paralelas.

—_——
<!

Os vectores de direccion son dependentes

B |(2-22)- (020)| U(3-43| |[652| J6+25+4 [5
dr9) =d{(1-12)1) (-4 “[(3-43] " Vorier1 ‘E
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X- 2 -1z
9Dadaarectar° 1 :y—:—leoplanop°2x-y+3z+6=0,pidese:

a) Calcular o angulo que forman a recta e o plano.

b) Determinar a ecuacion continua da recta s, proxecciéon ortogonal de r sobre p.

Resolucioén:

a) necesitamos un vector de direccién da recta, (1,2,-1) e un vector ormal 6 plano, (2,-1,6)

| (2-13)x129)| |  2-2+3 | 3

= = = P a= =191066°
Sen(a) ||(2’_ 13)| ><|(1’2’1)|| |—\/4+1+9 X.\/l+4 +1| m a =alc Sel']e\/_ﬂ

b) A proxeccién ortogonal de r sobre p € a interseccién do plano ‘

p', que é perpendicular p e contén ar, con p.

Para atopar a ecuacién dese plano necesitamos un vector

perpendicular 6 plano. prox_(r)
O vector de direccion da recta e o vector caracteristico de p son 7
vectores de direccién de p', polo tanto o seu producto vectorial T

sera perpendicular a p":

f=(12-1)U(2-13) = (5-5-5) ® i'==n = (1-1- 1)

U1l

p° [(xy.2) - (210)]{1-2-1)=0P pox-y- z-1=0
A ecuacion da recta pedida sera:

IX=-7- 4t

10® z=t
so X" y-2z= 3/4l$/11%%(4®|y—-8 steso Xt _y*t8_2
|2x y+3z—-6 -4 -5 1
Tz—t
x-1 -2 z-3
10 Dada a recta r de ecuacion = y = e o0 punto P=(3,-7,-2), determina a ecuacion do

1 4
plano que contén a recta e esta a distancia 3 do punto.

Resolucién: A distancia dun punto a un plano Ax+By+Cz+D=0 vén dada pola férmula:

|A1I01 +Bpy + Cps +D|
VA2 +B2 +C? |

dP.p) =

Como o plano ten que conter a recta, collendo dous puntos da recta e tendo en conta a férmula anterior
poderiamos propor un sistema de 3 ecuacions e 4 incognitas que ten por soluciéns as ecuacions do plano
que estamos buscando (s6 poderiamos despexar tres incognitas en funcién da outra porque cada plano ten
infinitas ecuacidéns, pero so6 se diferencian no producto por un nimero):

b {
Q =(123) +(114) =(237) ® AX2+Bx3+Cx7 =-D ix

P.p) = [3A- 7B- 2C +D| _q BA-7B-2c+D= «/A2+BZ+C|'O
VAZ+B%+C? b

u
T
(123) f Ax+Bx+Cx3=-D
y
T
|

2.
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Desafortunadamente, resolver ese sistema non semella cousa facil, e mais tendo un valor absoluto na
Ultima ecuacién o que nos obrigaria a desdobralo en dous (hai dous planos nas condiciéns do problema).

Un xeito mais doado € utilizar a ecuacion do feixe de planos que determina a recta r:

1xy+10 14x-z-1=0

i o
|4X s 1= O® Feixe de planos 14x 5. 1+|(x-y+2|)=0

O plano buscado é o 4x- z- 1=0 ou é da forma 4x- z- 1+| (X- y+1) = 0 e s6 temos que resolver
unha ecuacion cunha soa incognita: |

l12+2-1 13

Ja? v0? 4(-92 NI

d((S,-?,- 2) (4x- z- 1= O)) 13 (4x- z- 1= 0 non é o plano)

4x- z-1+1(x- y+1) =00 (4+1)x-ly-z+(1 -1 =0
[12+31 +71 +2+1 - 1
)= :

a+1)2 417 +(- 2
elevando

11 +13) = V212 + 81 +17 %9 F¥i%@ 1212 + 2861 +169 =922 + 8 +17]

d(3-7-2),((4+1)x- 1y- z+(1 - 1) =

10812 1 2141 +1620® | _-214442147 - 4X10346 _ -214+198 1|1_ 16
) ) 24103 206§, =22

Os planos pedidos son:

| =-2® p° 4x- z- 1+(- )(x y+1) =00 p°2x+2y- z-3=0
| =2 @ poax- z- 1+ 3 +1)=00 0204 8y
103 P 5103 y P 103* " 103Y " * 103~

Probl emas Pr opost 0s

1 a) Calcula 0 médulo dos seguintes vectores: V = (2,1— 2) = (10,2)

b) ¢ Canto mide o angulo que forman?

¢) Demostra que se dous vectores son linealmente dependentes, entén forman un angulo de 0° (a
outra implicacién tamén é certa).

2 Dados os vectores (8,4,-8) e (1,0,t).

a) Calcula o valor de t de xeito que os vectores sexan ortogonais.

b) Para ese valor de t, atopa tres vectores, dous coas mesmas direccions dos anteriores, que
formen unha base ortonormal.
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3 Os vectores V e W son perpendiculares 6 vector U, ¢tamén o son entre si? Xustifica a resposta.

4 Calcular algin valor do parametro a para que o producto vectorial de (1,2,a) e (1,a,0) tefia a mesma
direccién cé eixe OZ.

Suxerencia: A direccion do eixe OZ vén dada polo vector (0,0,1).

5 Calcular a area do triangulo de vértices as intersecciéons do plano 2x+y+z =2 cos eixes de
coordenadas.

6 Calcula a ecuacién xeral dos seguintes planos:

a) Plano que pasa polos puntos (2,1,-3), (1,1,0) e (5,-1,0).

b) Plano que pasa polo punto (1,2,3) e é paralelo 6 plano 2x+3y+z=4.

IX+y=-2
¢) Plano que pasa por (1,-2,1) e é perpendicular & recta | y
12x-3z=1
12x+3y-z=1

d) Plano que pasa polo punto (1,0,-2) e contén a recta |
TX-y+4x-1=0

7 Calcula a ecuacién continua das seguintes rectas:

. , 12x+3y-z=1
a) Recta que pasa por (4,2,1) e é paralela a recta |
iX-y+4x-1=0

b) Recta que pasa polo punto (-1,2,-1) e é perpendicular 6 plano 2x- y- 3z+2 =0.
¢) Recta pasando pola orixe de coordenadas e perpendicular 6 plano de ecuacion:

(xy,z) =(10,-5) +a(11-3) +b(-2,10)

8 Calcula k de xeito que a distancia de P = (l k.- 2) 6planop © 2x-y- 2z+2 =0 sexa5.

9 Estudia a posicion relativa dos planos p, © X- y-3z+2=0ep, ® -3Xx+3y+9z+1=0 e calcula
a distancia entre eles.

X- 1: 2y+1:
-2

z+1.

10 Ecuacién do plano que pasa por (1,-2,1) e (0,1,0) e é paralelo & recta

Suxerencia: Fixate que a ecuacion da recta non estd en forma continua.

11 Obtéfianse as ecuacions da recta interseccion do plano p que pasa polos puntos A(1,0,1), B(1,1,0),
x-1 z+1

C(0,1,1) co plano que sendo perpendicular a p contén a recta T zy-2= —2
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12 Calcular o volume do tetraedro que forman os planos: x=0, y=0, z=0 e x+y+z=2

Suxerencia: Os vértices do tetraedro son as intersecciéns de 3 dos planos.

13 Estudia a posicion relativa dos seguintes planos segundo os valores do parametro k:

p.° x-2y-z=k-1 p,° kx+y+z=-1 P3° -Xx-5y-kz=k+2

14 Determina o valor de k para que os planos seguintes cértense nunha recta:

p,°-x+ky- 5z=3 P, °kx-y+z=-1 p; ° Xx+y- 4z=K

15 Estudiar en funcién do pardmetro k a posicion relativa das rectas:

| s°
1X-az=1- a 2

ro‘l,y-22=0 X+1_y
a

RN

16 Calcula as seguintes distancias:

oot | XFY =72
a) Do punto P(1,2,3) arecta |

c) Entre os planos X- 3y-2=0¢e -3x+9y- 1=0
12x-3z=1

1 i _ o bXty-5z=-2  x+1_y _
b) De P(1,1,-1) 6 plano 2x- y+2z =4 d) Entre as rectas r {x-3z=-2 S > 3 z
ix+y+z=1 x-1
17 Calcular o angulo formado polas rectas: r° { y SO —=y+3=2-1
12x+z2=0 2
iXx+2y+z=1 +
18 Ecuacién do plano contendo arecta r © y e paraleloa s ° X2y 3 =z-1
1X-y+z=0 -1 2

ix-2z=a- 2 x+1 z+a _
19 Dadas as rectas r° j so° =y= Determina os valores de a para que
jy-az=-a 2 a

sexan coplanarias e, neses casos, calcula a ecuacion xeral do plano que as contén.
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