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	1. Variables estatísticas bidimensionais

	Trátase de variables que xorden cando se estudan dúas características asociadas á observación dun fenómeno.
Exemplo 1. - Estudamos o talle, medido en cm. e o peso, medido en kg. dun grupo de 10 persoas, podemos obter os seguintes valores:
X

TALLE (cm)
160
165
168
170
171
175
175
180
180
182
Y

PESO (kg)
55
58
58
61
67
62
66
74
79
83
Podemos chamar X ao talle e Y ao peso co que se obtería a variable bidimensional (X, Y) que toma 10 valores, 

Cando o número de valores da variable bidimensional non é moi grande, os mesmos se expresan nunha táboa semellante á anterior, pero nalgúns casos o número de "parellas" de valores (x,y) é grande e ademais moitos deles aparecen repetidos; neste caso utilízase unha "Táboa de dobre entrada" como a que se mostra a continuación no exemplo 2.

Exemplo 2. - Represéntase por X o número de fillos de 100 familias e por Y o número de fillas:
 

nº fillas (Y) 
0 

1 

2 

3 

nº fillos (X)
-----------
--
--
--
--
0
-----------
10
15
15
3
1
----------
10
12
7
2
2
----------
8
4
3
1
3
----------
3
2
1
0
4
----------
2
1
1
0
A lectura desta táboa é sinxela. Por exemplo: habería 7 familias que terían 1 fillo e 2 fillas e ningunha familia tería 3 fillos e 3 fillas.
En realidade a táboa de dobre entrada anterior converteríase nunha táboa simple se escribísemos os 100 pares de valores iguais ou repetidos nunha táboa simple.





	2. Representación gráfica: Diagramas de dispersión ou nubes de puntos

	A representación gráfica deste tipo de variables é en realidade semellante á representación de puntos no plano, usando uns eixes de coordenadas. Cada parella de valores dá lugar a un punto no plano e o conxunto de puntos que se obtén denomínase ___________________________________________
No exemplo 1 anterior no que se estudaba o talle e o peso de 10 persoas obteríase o seguinte diagrama de dispersión: (No eixe X represéntase o talle en cm. e no eixe Y o peso en kg.)
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	3. Tipos de dependencia a partir da representación gráfica

	Un dos obxectivos deste tema é estudar o tipo de dependencia que hai entre as dúas características ou variables estudadas para que fenómeno en cuestión. Por exemplo:
" ¿ A maior talle dunha persoa correspóndelle maior peso ? "
" ¿ Canto maior é o número de fillos varóns dunha familia maior é o número de fillas ? "
A estas cuestións parece que se responde rapidamente que si. Pero
¿Como se observa na nube de puntos este feito?
Pódese ver na primeira figura que correspondía ao diagrama de talle - peso que a serie de puntos presenta unha tendencia "ascendente". Dise neste caso que existen entre as dúas variables unha _________________________
En caso en que a tendencia sexa "descendente" diríase que estariamos ante unha 

_____________________________
Naturalmente en caso en que non se poida observar unha tendencia clara estariamos ante unha dependencia moi débil que non se pode observar mediante a nube de puntos e se verá como estudala a continuación. Realiza os seguintes exercicios:
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	1. - Na escena que correspondía á variable con 6 pares de valores: ¿Que se pode dicir da dependencia para os valores que aparecen inicialmente?.


	2. - Modifica os devanditos valores para que a dependencia sexa directa e posteriormente inversa. Copia os valores e a nube de puntos.
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	4. Covarianza e a súa interpretación

	Unha medida específica das variables bidimensionais é a ____________.
Para variables expresadas mediante unha táboa simple (sen pares de valores repetidos), a covarianza calcúlase mediante formúla:
[image: image5]
Onde xi e yi representan os pares de valores da variable e o produto [image: image6]corresponde ao __________________________________________

respectivamente.

Calculemos a covarianza para o exemplo primeiro correspondente á variable talle - peso:
x
y
x · y  
160
55
165
58
168
58
170
61
171
67
175
62
175
66
180
74
180
79
182
83
Obtivemos un valor positivo para a covarianza que corresponde a unha dependencia directa como xa intuiramos coa nube de puntos.
No exemplo 2 (fillos - fillas) pódese comprobar que tamén a covarianza é positiva. (Déixase como exercicio a comprobación). Téñase en conta que neste caso a variable bidimensional toma "100 valores"

x

f

x . f

0

43

1

31

2

16

3

4

y

f

y . f

0

1

2

3

x

y

x . y

f

x . y . f

0

0

10

0

1

15

0

2

15

0

3
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1

0

1

1

1
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1
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Exemplo 3. - Partimos da escena seguinte, na que se poden ver inicialmente a nube de puntos da variable bidimensional que toma os seguintes 6 pares de valores:
x

2

4

6

8

10

12

y

8

7

7

6

6

4



	
[image: image7.png]25

200

100

10

12





	3. - Á vista da nube de puntos ¿que tipo de dependencia se pode supoñer?. 

_______________________________
x

y

x . y

2

8

4

7

6

7

8

6

10

6

12

4

4. - Calcula a covarianza e confirma a afirmación anterior.



	5. -Observa que a covarianza é negativa ( -3,5) e polo tanto a dependencia é inversa.
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	1. RECTA DE REGRESIÓN

	Supoñamos que nunha variable bidimensional queremos precisar a relación que existe entre as dúas variables que a forman. En concreto queremos expresar mediante unha relación como depende unha delas (variable dependente) da outra (variable independente). Normalmente elíxese como e a variable dependente e como x a independente.
Se esa relación se expresa mediante unha función lineal do tipo y = ax + b, a súa gráfica correspondería a unha recta.
No caso que nos ocupa interésanos a recta que mellor "a axuste" aos puntos da nube de puntos da variable. A devandita recta denomínase: recta de regresión.
Por un método que se denomina de "mínimos cadrados" e a concreción do cal non corresponde a este nivel de estudio, dedúcese que a recta de regresión debe pasar polo punto correspondente ás medias de ambas as dúas variables e que debe ter por pendente a covarianza dividida pola varianza da variable x.

Con iso a expresión da recta de regresión será:
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	 Esta é a chamada "Recta de regresión de y sobre x". Se se desexase estudar a dependencia de x respecto a e só habería que cambiar na expresión da recta x por y, obténdose a recta regresión de x sobre y.


	Nesta imaxe móstrase a recta de regresión de y (peso) sobre x (talle) do exemplo 1 deste tema. Neste caso suponse que represente como depende o peso dunha persoa do seu talle.

Se recordamos que entre o talle e o peso diciamos que existía unha dependencia directa, a recta de regresión confírmao xa que o seu pendente é positiva: a medida que aumenta o talle aumenta o peso. Polo tanto:
Dependencia directa - Pendente da recta positiva - Función crecente.
Pero que utilidade ten a recta de regresión?
Na táboa de valores da variable talle - peso, soamente nos dan os valores dun determinado número de persoas (10 neste caso): as persoas das que se coñecen os devanditos valores. Mediante a recta de regresión poderiamos obter de xeito aproximado o peso dunha persoa da que coñecésemos o talle, nunha poboación semellante a aquela da que se obtivo a mostra.
Se observamos a gráfica anterior, poderiamos supoñer por exemplo que unha persoa de 185 cm pesaría algo máis de 80 kg.
De xeito máis preciso, se coñecemos a expresión da recta de regresión, pódense calcular valores para a variable e, coñecidos os de x, coma se se tratase dunha función.

Exemplo 4. - A recta de regresión da variable y (talle) sobre x (peso) será a recta:
- que pasa polo punto _________________
- ten de pendente: _____________________
Recta: _______________________________que operando e simplificando queda:
___________________________
O valor do peso que supoñiamos aproximado para un talle de 185 cm sería:
_________________________________

Este valor obtido é algo menor ao esperado. Iso quere dicir que as predicións feitas coa recta de regresión non son exactas. No apartado seguinte precisaremos a súa "fiabilidade".

Polo tanto a recta de regresión da variable y a partir de valores coñecidos da variable x pódese utilizar para ___________________________
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	1. - Observa a táboa de valores seguinte e a escena onde os devanditos valores están representados.
x
2
4
6
8
10
12
y
8
7
7
6
6
4
2. -Calcular a recta de regresión de y sobre x. Débense obter os valores seguintes:
Media de x: 7 ; Media de y: 6,33 ; covarianza: -3,99 ; varianza de x: 11,66 e con iso:  a recta de regresión: _________________
3. -¿Como é a pendente ? ¿que tipo de dependencia existe entre as variables?
4. - Dá algúns valores a x e obtén os correspondentes a y segundo a recta de regresión. Comproba na escena se os valores obtidos son correctos.
5. -Cambia os valores iniciais da táboa na escena vendo como varía a recta de regresión e calcúlaa nos casos que se desexe (por exemplo un caso en que a pendente da recta sexa positiva). 




	2. COEFICIENTE DE CORRELACIÓN

	Unha vez observado que nunha variable bidimensional existe certa dependencia entre as dúas características ou variables que a forman (nube de puntos e covarianza), podemos precisar o grao da devandita dependencia.
- Se os puntos da nube estivesen todos sobre a recta de regresión diríase que existe unha ____________________. Do seu estudio encárganse as funcións.
- Se os puntos non están todos sobre a recta de regresión se di que entre as variables hai certa _________________ Este é o caso que nos ocupa. Para cuantificar o grao da devandita correlación úsase o:
Coeficiente de correlación de Pearson. Se o chamamos r, o seu valor é: 


[image: image12]
Pode observarse que o signo do coeficiente de correlación é o mesmo que o da covarianza e pode deducirse que o seu valor esta comprendido entre -1 e 1.

Na escena seguinte engadiuse o valor do coeficiente de correlación.
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	1. -Observa que se poden deducir as seguintes conclusións relativas ao coeficiente de correlación (r): 

- O seu signo é o mesmo da covarianza, logo se r é positivo a dependencia é directa e se é negativo inversa.
- Se r se achega a -1 ou a +1, a dependencia é forte e polo tanto as predicións que se realicen a partir da recta de regresión serán bastante fiables.
- Se r se achega a 0 a dependencia é débil e polo tanto as predicións que se realicen a partir da recta de regresión serán pouco fiables.
2. - Calcular o coeficiente de correlación para a variable talle - peso e deducir do seu valor o tipo de dependencia e a fiabilidade das predicións. (Sol: r = 0,90)




	3. EXERCICIOS DE APLICACIÓN I

	Na escena seguinte pódese observar un exemplo de dependencia funcional (r =1). 
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	1. -Escribe no caderno de traballo dúas táboas de valores:
a) A dependencia sexa forte e directa
b) A que a dependencia sexa débil e inversa

	x
y
a)



	x
y
b)



	2. -Calcula a recta de regresión e o coeficiente de correlación en ambos os dous casos e usa a escena para comprobar os valores obtidos.
3. -Cambia tamén os valores da escena cantas veces desexes observando os resultados. 

4- Calcular a covarianza e o coeficiente de correlación correspondente ao exemplo 2 do tema (fillos-fillas) deducindo diso o tipo de dependencia e a súa intensidade. Obsérvese que neste caso os pares de valores se repiten en moitos casos. Débese consultar un libro do tema ou ao profesor se se ten dúbida para calcular as diversas medidas.




	4. EXERCICIOS DE APLICACIÓN II

	Cidade
Atenas
Lisboa
Madrid
Londres
Paris
Copenhague
Latitude (y)
37
39
40
53
49
54
Temperatura (x)
24
19
19
14
15
49
A táboa seguinte mostra a latitude e temperatura media de 6 cidades europeas.Copia os puntos e a recta de regresión no seguinte sistema de coordenadas. Ten en conta que a cuadrícula está dividida cada 10 unidades.
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	1. -Calcula as medidas necesarias, a recta de regresión e o coeficiente de correlación comparando os resultados cos da escena.
2.- ¿Pódese dicir que as cidades máis ao norte teñen unha temperatura media menor? ¿cúmprese en todos os casos?
3- ¿Cal podería ser a temperatura media dunha cidade que se atopa a 60º de latitude norte? ¿e a doutra que se atope a 20º?
4- Busca os datos dalgunhas cidades do mundo e compáraos cos que se obterían cos datos do problema.
5- Comenta a fiabilidade das predicións. 




	5. EXERCICIOS DE APLICACIÓN III

	notas en matemáticas (x)

2

3

4

4

5

6

6

7

7

8

10

10

Notas en filosofía (y)

2

5

7

8

5

3

4

6

7

5

5

9

Exercicio 5.2. Calcula o coeficiente de correlación e a a recta de regresión:



	Anos de escolarización (x)

12

16

13

18

19

12

18

19

12

14

Pulsacións (y)

73

67

74

63

73

84

60

62

76

71

Exercicio 5.2.A táboa seguinte mostra as pusacións por minuto e os anos de escolarización completados. 
 Calcula o coeficiente de correlación. Representa os datos nunha gráfica.


	. A correlación mide a asociación, non a causalidade. 
Os resultados do exercicio anterior indican unha forte correlación negativa entre os anos de escolarización dos individuos e o seu número de pulsacións cando estaban en situación de descanso. Sen embargo, iso non implica que se aumenta o número de anos de escolarización se reduza directamente o número de pulsacións por minuto. 

Que os valores altos no número de anos de escolarización tendan a estar asociados con valores baixos no número de pulsacións non significa que os primeiros sexan a causa directa dos segundos. Frecuentemente a explicación de tal asociación b´sase nun factor que non se tivo en conta e que está relacionado coas dúas varibles que se consideren. Neste exemplo podería suceder que unha persoa que estivera escolarizada un alto número de anos fose máis sensiblle a todo o relacionado coa saúde e, en consecuencia, fora máis consciente da importancia de facer exercicio e de ter bos hábitos alimentários; ou quizais pode que a xente con maior educación acaba tendo uns empregos que lles permiten un maior tempo de exercicio e mellores hábiots de nutrición. Probablemente, a forte correlación negativa se deba a unha combinación destes e doutros moitos factores non explicitados.



	notas en matemáticas (x)

2

3

4

4

5

6

6

7

7

8

10

10

Notas en filosofía (y)

2

5

7

8

5

3

4

6

7

5

5

9

Exercicio 5.3. Calcula o coeficiente de correlación e a a recta de regresión:


	Exercicio 5.4.Queremos estudar a relación entre a mortalidade infantil (que ven dada en tantos por mil) de cada país co número de camas por cada 1000 hatibantes. Temos os datos de 10 países.
Nº de camas (x)

50

100

70

60

120

180

200

250

30

90

Mortalidade infantil (y)

5

2

2,5

3,75

4

1

1,25

0,75

7

3

a) Acha o coeficiente de correlación.

b) Para un país con 150 camas por cada 1000 habitantes, que índice de mortalidade infantil cabe esperar?



	Altura sobre o nível do mar

0

184

231

481

730

911

1550

Presión atmosférica

760

745

740

720

700

685

650

Exercicio 5.5. Calcula as rectas de regresión sobre os seguintes datos. Que presión atmosférica esperas ter nunha vila situada a 500 metros de altutude? E se a presión, a que altura cres que debeu ser tomada?

	Exercicio 5.6. Estudia a correlación entre:

a) Temperatura e chuvia.

b) Temperatura e horas de sol

c) Chuvia e horas de sol

Tomando como base os seguintes datos sobre a climatoloxía na Coruña:

X

F

M

A

M

X

X

A

S

O

N

D

Temperatura (ºC)

7

10,4

11,3

13,1

14

17,1

20,4

18,5

18,7

16,9

13,4

11,5

Chuvia (mm)

125
106
97
78
64
25
35
38
84
135
185
131
Horas de sol

104
93
134
166
182
197
223
263
181
151
83
60


	Exercicio 5.7.A un grupo de 1º de bacharelato fáiselle unha proba de matemáticas o primeiro día de clase e compáranse os resultados obtidos nesa proba cos da primeira avaliación obtrendo os seguintes resultados:

Proba(x)

3

3

4

5

5

5

6

7

7

7

9

9

10

1ª avaliación (y)

1

2

3

4

5

6

7

6

7

8

8

10

10

Nº persoas 

3

4

3

2

1

1

4

2

3

2

2

2

1

a) Obter o coeficiente de correlación.

b) Obter a recta de regresión das notas da primeira avaliación sobre as notas da proba do primeiro día.

c)  Estima a nota que tería na primeira avaliación unha persoa que na primeira proba tivera un 8. Indica o grao de fiabilidade.



	Exercicio 5.8. A seguinte táboa relaciona o número atómico de varios metais damesma fila no sistema periódico coa súa densidade:
elemento

K

Ca

Ti

V

Mn

Fe

Co

Ni

Número atómico

19

20

22

23

25

26

27

28

Densidade (g/cm3)

0,86

1,54

4,5

5,6

7,11

7,88

8,7

8,8

Representa os puntos, calcula o coeficiente de correlación e a recta de regresión. A partir deste traballo, estima a densidade co cromo (Cr), cuxo número atómico é 24, e a do escandio (Sc) de número atómico 21.

NOTA: comproba que aínda que a correlación é alta (0,99), non hai relación funcional entre elas, e as previsións feitas a partir da recta de regresión son pouco fiables.
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